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Haupt, O. 
Math. Annalen 142, 225—-243 (1961) 


Lokal-regulire Bogen ohne (n—2, k)-Sekanten 
im projektiven P,, (n < k) 
Von 


Orro Haupt in Erlangen 


Einleitung 

In einer vorangehenden Note [1]') wurden Grundeigenschaften der Bogen 
ohne (n 2, k)-Sekanten, auch im strengen Sinne, besprochen; k = n m 
mit m 0 (vgl. die Definitionen in [1]). In der vorliegenden, an [1] unmittelbar 
anschlieBenden Note handelt es sich um weitere Eigenschaften solcher Bogen, 
und zwar jetzt unter der zusitzlichen Annahme, daB gewisse Teilbogen den 
(minimalen) Ordnungswert n besitzen oder daB der ganze Bogen Vereinigung 
endlich vieler solcher Bogen (vom Minimalordnungswert) ist. 

Des Naheren wird im § 1 das Verhalten eines (nm + 1)-tupels von Punkten 
auf einem von (n — 2, k)-Sekanten freien Bogen untersucht, wenn n der Punkte 
des (n + 1)-tupels einem Teilbogen des Ordnungswertes n angehéren und wenn 
irgendwelche n — 1 dieser n Punkte festgehalten sind, der n-te aber monoton 
auf dem Teilbogen bewegt wird; es handelt sich dabei um die Feststellung, 
daB auch der (n 1)-te Punkt sich in je einem bestimmten Sinne monoton 
andert. Im § 2 wird dann entsprechend die Anderung eines auf einer (n — 1)- 
Tangentialebene gelegenen Punktes des Bogens betrachtet, wenn der Beriihr- 
punkt dieser Tangentialebene sich monoton auf dem Bogen bewegt; dabei wird 
meist sogar die Freiheit von (n — 2, k)-Sekanten im strengen Sinne gefordert. 


$1. Uber (nm + 1)-tupel von Punkten eines Bogens ohne (n 2, k)-Sekanten, 
von denen n Punkte einem Teilbogen n-ter Ordnung angehéren 


1.1. Bezeichnungen. Ist M eine Menge im n-dimensionalen projektiven 
Raum P,,, » 2, so bezeichnet L(M) die lineare Hiille von M, d. h. den klein- 
sten M enthaltenden projektiven Unterraum von P,, (vgl. [1], Nr. 1.1.). Sind 
Y;, +++, Y, linear unabhangige Punkte in P,, so werde gesetzt L({i]) = L([y;]}) 


fy,} }. Ist ferner x ein von den y, mit y+ 7 linear unabhangiger Punkt, 


so sei L({t]x) = L(L([é]) vu {2}), also die von der (n — 2)-Ebene L([t]) und von 
x aufgespannte (n — 1)-Ebene. Entsprechend sei L({t] [j]x) die von den y, 
mit » + i, y +7 und von z aufgespannte (n — 2)-Ebene (¢ + 7; 1,7 = 1,..., ”). 
Es ist somit L = L({y,}.U-++ U f{yn}) = Li(fely,) und L({t}) = L(t] ]y,). 
1) Im Text verweisen Ziffern in eckiger Klammer (z. B. [1], Nr. 2.2) auf die am Schlu8B 
der Arbeit angefiihrte Literatur. 
Math. Ann. 142 16 
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Es sei A ein abgeschlossener, lokal rangmaximaler (vgl. [1], Nr. 1.3.), 
orientierter (einfacher) Bogen in P,,. Ist a’ bzw. b’ der Anfangs- bzw. Endpunkt 
von A, so setzen wir A = B(a’, b’) und A = A — {a’} — {b’}; es ist also A 
der gréBte ,,offene‘ Teilbogen von A. 

1.2. Voraussetzungen tiber A B(a’, b’) (vgl. Nr. 1.1.). 

(1) Es sei A fret von (n — 2, k)-Sekanten, k => n (vgl. [1], Nr. 1.5.1.). 

(2) Es sei A beschrénkt, d. h. es existiere eine (n — 1)-Ebene H, c P 
so daB A=AC P, H,,= A, (wobei also A, ein n-dimensionaler affiner 
Raum ist). 

(3) Es sei a € A reguldr, d. h. es existiere eine Umgebung U von a auf A 
mit ord (U) = n (vgl. [1], Nr. 1.2.). Dabei sei a + 6’, wihrend a = a’ zugelas- 
sen ist. Wir setzen B = B(a, b’). 

(4) Es sollen n + 1 Punkte y,,..., ¥,q¢€ B= B(a, 6’) existieren, die der 
gleichen (n — 1)-Ebene Z angehoéren und diese n + 1 Punkte seien die einzigen 


n? 


von Br Ll; auBerdem sei y,€ BO U,v=1,...,n, wegen ord(U)=xn 
alsog¢ B—B U. 

1.2.1. Bemerkung zu Nr. 1.2., Vor. (4). 

(4a) Es kann o. B. d. A. und soll angenommen werden: Die y, sind ent- 
sprechend der Orientierung von A so numeriert, daB a hinter y,, ferner y; 
hinter y;+,,3 =1,...,n—1 und y,, hinter q liegt. 

(4b) Die y, sind samtlich Schnittpunkte von L = Li({y,}.\U-++ U {y,}) 
mit B, also auch mit A. 


In der Tat: Wegen y, € Br U sind die y, innere Punkte von U’, wobei 
ord (U) = n. Ist also z. B. y, Stiitzpunkt, so kann man so schlieBen: Da dic 
y, linear unabhangig sind (wegen ord (U) = n), existiert L( 





1}) eindeutig und 
1} y,) um L({1)) 
in geeigneter Richtung erhalt man eine (n—1)-Ebene L’, die auBer den 
Yo, -- +; Yn noch mindestens 2 zu y, beliebig benachbarte Schnittpunkte mit U 


ist fremd zu y,. Bei einer beliebig kleinen Drehung von L = L( 





besitzt, also mit U insgesamt mindestens n + 1 Punkte gemeinsam hat, im 
Widerspruch zu ord (U) = n. 

(4c) Die y, kénnen o. B.d. A. und solien als gewéhnlich differenzierbar 
(vgl. [1], Nr. 1.4.) angenommen werden. 

Namlich: Es ist U gewéhnlich differenzierbar in jedem Punkt mit Ausnahme 
von abzahlbar*) vielen Punkten ({1], Nr. 1.4.2., Satz 1.). Es sei nun etwa y, 
nicht gewohnlich differenzierbar. GemaB Nr. 1.2., Vor. (1) bzw. [1], Nr. 2.1., 
Satz, Beh. (1) (b), ist die (durch y,,..., y,,q aufgespannte) (n — 2)-Ebene 
L({1} [2]q) eindeutig bestimmt und fremd zu y, und y,. Eine geeignete, hin- 
reichend kleine Drehung von Z um L([1] [2]q) fiihrt daher zu einer (n — 1)- 
Ebene L’, auf der je ein zu y, bzw. y, benachbarter, gewohnlich differenzier- 
barer Schnittpunkt mit U liegt. Falls n => 3 und nicht jedes der y,,..., y, 
gewohnlich differenzierbar ist, wiederholt man bei festgehaltenen y, und y, 
den SchluB und erhalt schlieBlich eine zu L beliebig benachbarte, g enthaltende 
(n — 1)-Ebene, die mit U lauter gewéhnlich differenzierbare Schnittpunkte 
gemeinsam hat. 


*) ,abzahlbar viele‘ bedeutet: keine oder endlich oder abzahlbar unendlich viele. 
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1.2.2. Als weitere Voraussetzung wird (zu den in Nr. 1.2.) hinzugenom- 
men: 

(5) Es sei A stiickweise reguldr, d. h. Vereinigung endlich vieler (abgeschlos- 
sener, bis auf héchstens Begrenzungspunkte paarweise fremder) Bogen je 
vom Ordnungswert n. 

Der Vor. (5) zufolge ist ord (A) beschréinkt, d. h. es hat A mit jeder (n 1)- 
Ebene nur beschrinkt viele Punkte gemeinsam (vgl. [1], Nr. 1.3., 1). 

Aus den Vor. (1)—(5) (Nr. 1.2., 1.2.2.) kann man auBerdem folgern: 

(4d) Falls g nicht Schnittpunkt von B= B(a, b’) mit L ist (vgl. Nr. 1.2., 
Vor. (4)), kann dies durch beliebig kleine Anderung von y, und damit auch von 


q bei festen Yo, ..., Yn erreicht werden derart, daB das abgeinderte y, wieder 
gewohnlich differenzierbar ist; damit Vor. (4) erfiillt bleibt, also Bla, b') AL 
{y,}.U++* U {yn} U {gq} ist, hat man gleichzeitig 6’ durch einen geeigneten 


zu q hinreichend benachbarten Punkt von B zu ersetzen. O. B. d. A. sei also 
q Schnittpunkt (und einziger Punkt von (B— U) - L). 

Beweis. Aus (5) folgt, daB ord(A) beschrankt ist. Es sei g Stiitzpunkt auf L 
Wir halten Z({1]}) fest. Da A n-Sek. fret ist, liegen y, und q nicht in L({1)}). 
Da ferner y, Schnittpunkt von U mit L ist, gibt es in beliebig kleiner Umgebung 
von y, auf U solche gewohnlich differenzierbare y}, daB L’= L({y}} L({1})) 
mit B einen beliebig nahe bei g gelegenen Schnittpunkt gemeinsam hat, der 
zugleich der am nachsten bei U gelegene Punkt von Br L’ ist; denn es gibt 
nur endlich viele L’, die mit B— BoU Stiitzpunkte 
(gemaB der nachstehenden Nr. 1.3.). 


remeinsam haben 


1.3. Spatere Uberlegungen werden vereinfacht bei Benutzung des 

Lemma. Voraussetzung. Es sei A stiickweise reguliér, insbesondere also lokal 
rangmaximal. Ferner sei L,,_, eine (n — 2)-Ebene, welche mit A (nur endlich 
viele Punkte, aber) keine Begrenzungspunkte hat. Behauptung. Es gibt 


nur endlich viele L,_. enthaltende (n — 1)-Ebenen L auf welchen nicht zu 


B~3 
Lyn» gehérige Stiitzpunkte von A mit L,_, oder Begrenzungspunkte von A 
liegen. 

Jeweis. (1) Es sei S’= L 


einigung von endlich vielen, beschrankten, bis auf Begrenzungspunkte ¢ 


n—2 gesetzt. Es ist A, weil stiickweise regular, Ver 
paarweise fremden, abgeschlossenen Bogen A’ mit ord(A’) = n. Uberdies kann 
angenommen werden, daB héchstens Begrenzungspunkte der A’ auf S’ liegen. 
Die Beh. des Lemmas ist daher richtig, wenn jedes beschrankte, zu S’ bis auf 
Begrenzungspunkte fremde A’ mit ord(A’) = n nur von endlich vielen (n — 1)- 
Ebenen L’ mit S’ L’ in inneren Punkten von A’ gestiitzt wird. Denn weitere, 
nicht in S’ liegende Stiitzpunkte kénnen nur in einen der endlich vielen 
Begrenzungspunkte der A’ fallen. 

(II) Zum Beweise der Beh. am Ende von Ziff. (1) kann man Projektion 
und vollstandige Induktion anwenden. Die Beh. ist richtig fiir n = 2; sie sei 
schon fiir 2 =< n < N bewiesen. Man projiziere A’ C Py aus einem Punkt 
z mit z € S’— S8’,\A’ in einen, z nicht enthaltenden Py_,. Weil ord(A’) 
beschrankt ist, projizieren sich nur endlich viele Punkte von A’ in den gleichen 
Punkt von P,_,. Die Projektion von S’ bzw. von A’ ist eine (VN — 3)-Ebene S”’ 


16* 
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bzw. ein (nicht notwendig einfacher) Bogen A” mit ord(A’’) N. Bekannt- 
lich ist A” stiickweise regular (vgl. [2], S. 141); daher ist A’ Vereinigung von 
endlich vielen beschrankten, abgeschlossenen, bis auf héchstens Begrenzungs- 
punkte untereinander und zu S’ fremden Bogen A}, deren jeder schlicht auf 


” 


einen beschrankten Bogen A; P,_, mit ord(A’’) = N —1 projiziert wird. 
Aber jedes L’ mit S’ c L’ projiziert sich in eine (N — 2)-Ebene L” Cc Py_, 
und jeder Stiitzpunkt von A; mit L’ in einen Stiitzpunkt von A?’ mit L”; 
und umgekehrt. Da die Beh. fiir A’’ richtig ist, gilt sie auch fiir A} und damit 
fiir A’ und A. 

1.4. Unter einer Seite bzw. offenen Seite der (n — 1)-Ebene Z im affinen 
Raum A, verstehen wir einen der beiden, von FE begrenzten abgeschlossenen 
bzw. offenen n-Halbraume von A,,. 

Es sollen A, a, U, y,,q die in Nr. 1.2.—1.2.1. postulierten Eigenschaften 
(1)—(4c) besitzen. Ferner sei V(y,) bzw. H(y,) eine vordere bzw. hintere 
Umgebung von y, auf U und H (q) eine hintere Umgebung von q auf B— B Uv 
Wir haben dann: 

Es liegen V(y,) und H(q) auf der gleichen bzw. auf verschiedenen Seiten von 
L = Lif{y,} U-++ U f{yn}) in A,, je nachdem v= n bzw. v= n 1 (mod 2). Es 
liegen daher H(y,) und H(q) auf der gleichen bzw. auf verschiedenen Seiten 
von L, je nachdem v= n— 1 bzw. v= n (mod 2). 

Namlich: Nach Vor. (4) (Nr. 1.2.) sind die y, und gq die einzigen Punkte 
von Q 1 L, wobei Q = B(a, q); ferner sind die y, simtlich Schnittpunkte von 
Q mit L (Vor. (4b), Nr. 1.2.1.). Wegen Vor. (4a) werden y 
Schnittpunkte auf Q getrennt. 


1.5. Unter den in Nr. 1.2. und 1.2.1. angefiihrten Voraussetzungen be- 


und g durch n — v 


notigen wir weiter Kriterien hinsichtlich der Lage von y, und gq, y= 1,...,” 
in L = L(f{y,} U--+ U {yp}) beziiglich der durch die y; mit 7 + 7; 1] 7S 4X, 


aufgespannten (n—2)-Ebene L([v]); wegen der n-Sek. Freiheit von A ist L([v]) 
nicht nur eindeutig bestimmt, sondern enthalt auch (auBer den y;) keine 
weiteren Punkte von A, insbesondere also weder y, noch q (vgl. [1], Nr. 2.1., 
Satz, Beh. (1) (b)). 

Entsprechend handelt es sich auch um die Lage von y,; und y;,, in L 
bezitiglich Z({j7] [7 + 1]¢), 1 S 7 S n—1 (vgl. Nr. 1.1.). Dabei ist Z([j][j+ 1] 2) 
eindeutig bestimmt, wenn etwa 2 ¢€ B (U { yt) > und enthalt dann keine 


weiteren Punkte von A, also insbesondere weder y; noch y;,, (denn wegen 
Nr. 1.2., Vor. (1) sind je n— 1 Punkte von B linear unabhangig (gemaB [1], 
Nr. 2.1., Satz). 

1.5.1. Die in Nr. 1.5. eingangs gewiinschten Lagekriterien werden formuliert 
unter Bezugnahme auf ein festgehaltenes, im iibrigen beliebig gewahltes 
kartesisches Koordinatensystem in LA, (vgl. Nr. 1.2., Vor. (2)), wobei 


wieder L = L({y,} U-++ U {yn}) ist. Es seien y,,,..., ¥,,n—;, die auf dieses 
System beziiglichen Koordinaten von y,, ¥ = 1, ..., n, abgekiirzt y,= (y,,, ... 
-» ¥n-1); emtsprechend ist q(q,,..-,ds-;) und z= (%,...,%- 3) Ww 


verstehen. Man setze noch y,,,= ¢,= 2,= 1 und bezeichne mit det(y,, . . ., y») 
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die Determinante der y,,,; v, w= 1, ..., n. Ferner sei 
det ({1]a) = det (yo, ..., Yn, 2) 
sowie 
det ({[m]a) = det(y,,..., Yn—y, 2) 
und 
det ([¢]z) = det(y,, . . ., Hea. Heras >> os ¥,, %)2Stsn—l1. 
Dann gilt 
det ([v] y,) = (— 1)"—" det (y,, .. ., Yn) - 

Wegen y, € U und ord(U) = n (vgl. Nr. 1.2., Vor. (3)) ist det(y,, . . ., y,)=0; 

es kann und soll daher det(y,,..., y,) als positiv o. B.d. A. angenommen 


werden. 


Analog zur Bezeichnung L({j] [j’]x) setzen wir 
det ([j] [7’]qz) = det(y,, ..., Yy—a, Ystas +s Pens PRGA +0) 04 Yur, 2) 


fir2 <7<j +25 )7'’S n—1; undentsprechend fiir} = 1 oderj + 1 = 7’ usw. 
SchlieBlich setzen wir sign(«) 1,— 1,0 fir « >0,«<0,a%=0 und 


z([v]2) = sign (det ([v]2) , 


2((7] (Jax) = sign (det({j] [j’]q~2) . 


Es ist 
z([v]y,) = (—1)"-’, 
weil sign (det (y,, ..., Y,)) = 1. Ferner ist 


z([v] x) 1 baw. z([j] [j’]q2) l 


genau dann, wenn « nicht in L([{v]) bzw. nicht in L({j] [j’]q) liegt. 

1.5.2. Durch Z([v]) bzw. durch L([{j] [j’]q) wird L in zwei abgeschlossene 
bzw. offene (n—1)-Halbebenen L([v]; +) bzw. Z([{j] [j’lq; +) zerlegt, die 
als die beiden Seiten bzw. offenen Seiten von L([{v]) bzw. von L({j] [j’]q) in 
L bezeichnet seien. Fiir x € Z gilt x € L([v]; +) genau dann, wenn z([v]z) + 0 
ist usw. Wir haben nun: 

(a) Es liegen y, und q in L auf der gleichen bzw. auf verschiedenen offenen 
Seiten von L({v]) je nachdem z({v]q) = (—1)"-’=2([v]y,) bzw. z([v]q) 

-(— 1)"-’ z([v]y,) ist; 1 yon. 

(b) Es liegen y,; und y;,, in L auf der gleichen bzw. auf verschiedenen offenen 


Seiten von L({j][j + 1]q) je nachdem z({j]q) - z({j’ + 1]q) = + 1 baw. l 
it; lsojson—l. 

Beweis. Betr. (a) Je nachdem ist z([v]y,)-z([v]qg) = + 1 bzw. 3 
Wegen z([v]y,) = (—1)"~-” (Nr. 1.5.1.) folgt die Beh. Betr. (b) Je nachdem 
ist 2({9] 9+ L)qy,) - 2()) G+ Lqy;+1) = + 1 baw. 1. Wegen z([j][j + l]qy,) 


(— 1)"~4z([j + 1]q) und z({j] [7 + L)qyj41) = (— 1)"~%2 (Lj) ¢q) folgt die Beh. 
Anmerkung. Ist © das beschrankte, in LZ offene, von den L([{v]), »=1,... 
,n, begrenzte (n —1)-Simplex in LD, und ist x € L, so gilt x€ © genau 

dann, wenn 2z([v]x) = (—1)"-", »y=1,...,n. 


Sind die y,¢€U siamtlich 
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hinreichend benachbart zu a, so liegt kein p € Bin ©. In der Tat: Andernfalls 
gibt es zu beliebig kleinen konvexen Umgebungen W von a in A, Punkte 
y, © Wr Uund p € Bderart, daB p € S, wobei © das von den y, aufgespannte 
Simplex in L ist. Wegen ord (U) nist pceB U. Es ist also p € (B—U)AW 

D; aber D = 9 fiir hinreichend kleines W, weil B— U positiven Abstand 
von @ besitzt. Widerspruch. 

1.6. Es soll jetzt die Anderung von g bei Drehung von L = L({y,} 

fy,}) um L({u]) untersucht werden. Dabei wird zu den Vor. (1)—(4c) 

(Nr. 1.2. und 1.2.1.) noch die Vor. (5) und (4d) (Nr. 1.2.2.) hinzugenommen 
GemaB (4d) ist also g = q(y,) = q([u]y,) Schnittpunkt und einziger Punkt 
aus (B—U)n L. 


Bezeichnungen. Es sei B,= B(y,-1,¥%4+:), 25 0 n—1; y =a, B, 
B(a, Ys); Yn+ = 0*, B,= B(yn_,, 6*), wobei b* der Endpunkt von U ist; 
2 n. Fiir y € B,, 1 u n, ist L({u]y) die durch L([]) und y aufgespannte 


(n —1)-Ebene; wegen L({u])o B,=9% ist Li({ujy) eindeutig bestimmt 
(vgl. Nr. 1.5.). SchlieBlich sei 7',(x) die 1-Tangentialebene (Tangente) an B im 
gewohnlich differenzierbaren Punkt x ¢€ B. 

1.6.1. Fir die Drehung von L = L({u)y,,) um L({u)) gilt 

(a) Konvergiert y € B,, gegen y,,-, oder y 





41, 80 konvergiert L([{uly) gegen 
die, durch T,(y,—,) oder T,(y,,+,) und durch die (n —2)-Ebene L({u)) auf- 
gespannte, (n — 1)-Ebene S(u— 1) oder S(y + 1). 

(b) Durchliujft y stetig und sireng monoton den Bogen B,,, so vollfiihrt 
L({u]y) stetig und streng monoton eine Drehung um L({u)}), die kleiner ist als x 
in jedem abgeschlossenen Teilbogen von B... 

Beweis. Betr. (a) Es ist z. B. S(u— 1) eindeutig bestimmt; denn 7’, (y,,_,) 
liegt nicht in L({u]), weil andernfalls L({u]) eine (nm — 2, n)-Sekante ist 
(vgl. [1], Nr.1.5.). Wegen lim L({y,_,} u {y}) = T,(y,-,) fir yy, 


1) 1 








ist lim L([ujy) = S(u 1). Betr.(b) Dreht sich L({ujy) nicht streng 
monoton, so enthalt, weil die Drehung stetig ist, U ~™ L({u]y’) fiir gewisse 


y’ © B, neben y’ und den y;, 7 + uw, noch einen Punkt von B, im Widerspruch 
zu ord(U) = n. Ist ferner fir y’, y’’ € B, mit y’ + y’’ die Drehung zwischen 
y und y” gleich z, also L([u)y’) = L([u)ly’”), so enthalt U ~ L([u)y’) min- 
destens n + 1 Punkte. 

1.6.2. Anderung von q = q({u]y,) bei hinreichend kleiner Drehung 
von L= L({u)y,) um L([p)). 

1.6.2.1. Wir betrachten zunachst so kleine Drehungen von L, daB L([u] y) 

L({u]) nur Schnittpunkte mit B— U gemeinsam hat, und zwar genau einen, 
der mit q([u] y) bezeichnet sei. 





DaB eine solche Beschrankung fiir die Drehungen mdglich ist, kann man 
so einsehen: GemaB Nr. 1.2.2., (4d), ist q=q({u]y,) Schnittpunkt von 
L({u)y,)—L({w)) mit B; daher enthalt L({u)]y)— L([y)) fiir jedes zu y, 
hinreichend benachbarte y € B, mindestens einen Schnittpunkt. Da ferner 
q der einzige Punkt von (B— U) 4 (L({u] y,) — L({u})) war, existiert gemaB 
Vor. (5) (Nr. 1.2.2.) sowie Nr. 1.3., Lemma, eine Umgebung W,, von y, auf B, 
derart, daB D(y) = (B—U) 1 (L([u]y) L({u))) fiir jedes y€ W, weder 


4 
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Begrenzungspunkte von B noch Stiitzpunkte enthalt. Daraus folgt, daB D(y) 
einpunktig ist; andernfalls existiert nimlich ein y’ € W,,, fiir welches D(y’), 
wenn keine Begrenzungspunkte von B, dann Stiitzpunkte enthalt. Nun ent- 
sprechen y und L([{u]y) einander ein-eindeutig und stetig, sogar fiir alle y € B, 
gemaB Nr. 1.6.1., (b). Ferner sind L({u]y) und q({u]y) fiir y € W,, einander 
ein-eindeutig (sowie stetig) zugeordnet, weil D(y) einpunktig (sowie q([{u] y) 
Schnittpunkt) ist. Daher entsprechen y und q([u]y) einander ein-eindeutig 
und stetig. Wir haben damit: 

Es existiert eine Umgebung W,, von y, auf B,, von folgender Beschaffenheit: 
Fiir jedes y € W,, enthalt D(y) = (B—U) nr (Liu) y) L({u]})) genau einen 
Punkt, der mit q({uly) bezeichnet sei. Es ist q({uly) Schnittpunkt und (ein- 
deutige) stetige Funktion von y. 

1.6.2.2. Die vorstehende Feststellung (Nr. 1.6.2.1.) laBt sich erganzen: 
Es andert sich q({u]y) streng monoton auf B, wenn y sich streng monoton 
auf B andert. Zum Bew. betrachten wir eine (hinreichend kleine) vordere bzw. 
hintere Umgebung V,, von y, bzw. H,, von q([u]y,) auf B; 0. B.d. A. wird V,, 
und H,, als fremd zu L({u)y,) angenommen. Entsprechend sei H/, bzw. V’ 
eine hintere Umgebung von y,, bzw. vordere von q([{u] y,,). (Man beachte, daB 
y, und q({u]y,,) Schnittpunkte sind.) 
und H,,, also Hj, und V‘ 


i 


(a) Zunachst mdgen V,, ‘, auf der gleichen Seite 


von L({u]y,) = L liegen. Je nachdem nun y,, und q({u)y,) auf der gleichen 
(Fall (a +)) oder auf verschiedenen Seiten (Fall (a —)) von L({u)}) in L liegen, 
andern sich y und q([{u]jy) auf B im entgegengesetzten oder im gleichen Sinne 
(bei monotoner Anderung von y). Und dies gilt fiir y € W,, 

In der Tat: Die Beh. ist richtig fiir n = 2. Fir n 3 fiihrt man die Be- 
trachtung zuriick auf den Fall n = 2, indem man den A,, orthogonal auf eine 
zu L({u]) orthogonale 2-Ebene projiziert (vgl. dazu auch Nr. 1.7., IIL., (3), 
Bew.). Wesentlich ist dabei, daB y und q({ujy) fremd zu L( 





f]) sind und 
q({u]y) eindeutig und stetig ist. 

(b) Es liegen V 
Man beweist entsprechend wie fiir (a): Liegen y,, und q([u] y,,) auf verschiedenen 
Seiten (Fall (b +)) oder auf der gleichen Seite (Fall (b—)) von L({u]) in L, 
so andern sich y und q([u]y) im entgegengesetzten oder im gleichen Sinne auf B. 
Und dies gilt fiir y € W.,. 


(ce) Eine iibersichtliche Zusammenfassung von (a) und (b) erhalt man bei 


und H_,,, also Hj, und Vj, auf verschiedenen Seiten von L. 


“ 


Heranziehung von Nr. 1.5.2. Zunichst ist der Fall (a) gleichbedeutend mit 
n— “= 0 (mod 2), also mit (— 1)"~" 1 (Nr. 1.4.). GemaB Nr. 1.5.2., (a) 


liegen Fall (a +) bzw. (a —) genau dann vor, wenn z({u]q ([u]y,)) = (— 1)" 


bzw (— 1)"~*", also wenn z([uJq ([“] y,)) 1 bzw 1 ist. Im 
Fall (b) hingegen ist (— 1)"~“ l und z([u)q([“] y,)) (— 1)"-# l 
bzw. = (— 1)"-# 1 je nachdem Fall (6 +) oder (b —) vorliegt. Und wegen 


der ein-eindeutigen Zuordnung von y und q({[ujy) in W,, ist g({u)jy) sogar 
streng monoton. Wir haben demnach: 
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Fiir y € W,, (vgl. Nr. 1.6.2.1.) ist q([u]y) eine eindeutige, stetige und streng 
monotone Funktion von y. Und zwar ist q([u]y) gegen- bzw. gleichsinnig monoton 
auf B (beziiglich y), je nachdem z({uJ}q ([u] y,)) + 1 bzw. 1 ist. 

1.6.3. Fortsetzung der Drehung von L= L({u]y,) um L([p}) tiber 
W, hinaus. 

1.6.3.1. Zur Abkiirzung fiihren wir folgende Bezeichnung ein: Ist q([{u] y) 
(soweit es existiert) gegen- bzw. gleichsinnig monoton fiir y aus einer Um- 
gebung von y,, (in B,,), so sagen wir, es gehdrt y,, (bet festen y, mit 0 + uw) zum 
Typus (+) bzw. (—). Man bemerkt: 

(1) Ist » + pw, so bleibt der Typus, zu dem y, bei festen y, mit o + v gehért, 
unverindert der gleiche fiir y,, 
Nr. 1.6.2.1.) ersetzt wird. 

Beweis. Liegt, abgesehen von y, bzw. q([v]y,), eine vordere Umgebung 
V, von y, (auf B) auf der gleichen Seite von L = L([u]y,) = L([r] y,) wie eine 
hintere Umgebung H von q([u]y,) = ¢({v]y,), so gilt das Entsprechende auch 
fiir V, und eine hintere Umgebung H’ von q([u]y’) beziiglich L({u]y’). Denn 
L({ujy) andert sich stetig mit y; auBerdem ist V, fremd zu allen L([u)y) 
fiir y zwischen y, und y’, ebenso wie H’ oder H je nachdem q({u] y) sich (gemaB 
Nr. 1.6.2.2.) auf B gegen U hin oder von U fort bewegt. Ferner: Liegen y, 


wenn unter den y, das y, durch y’ € W,, (vgl. 


und q({u]y,,) auf der gleichen bzw. auf der entgegengesetzten Seite von L([v]) 
in L = L({v]y,) , so gilt das Entsprechende auch fiir y, und q({u]y’). Dies 
ergibt sich so: Es ist L([v] [u]y’) eine (n — 2, n — 1)-Sekante des n-sekanten- 
freien Bogens B, also fremd zu y, und zu q([u]y’). Weiter sind L([u]y), 
L({v} [u)y) und q([u] y) stetige Funktionen von y, wobei q([ujy) C L({u)y) 

L({v] [4] y). Ebenso ergibt sich der Beweis fiir den Fall, daB V, und H 
auf verschiedenen Seiten von L liegen. 





(2) Der Typus, zu dem y,, bei festen y, mit o + mu gehért, ist der gleiche wie 
derjenige, zu dem y' € W,, bei den niimlichen festgehaltenen y, mit 0 + mu gehért. 

Beweis. Analog wie fiir (1). : 

1.6.3.2. Nunmehr soll ¢([]y) tiber W,, hinaus fortgesetzt werden. 

Verabredung. Im Hinblick auf die spaiteren Anwendungen darf und soll 
die Betrachtung auf die Fille beschrankt werden, daB sich q([u)jy) auf B 
monoton gegen U hin bewegt. 

Bezeichnung. Es sei L([u]y,; +) diejenige offene Seite von L = L([u]y,) 
in A,,, auf welcher eine hintere Umgebung H,, von q([u]y,), genauer H.,, liegt; 
ferner sei L([u] | y,; +) diejenige offene Seite von L([{u]) in L([u]y,), auf der 
q({“J]y,) liegt. Wir setzen L([u)y,;—) = A,—L([u] y,; +) L({uly,) und 
L({e) | y.; —) = L([e)y,) — L((4) | y,; +) — L([e)). SchlieBlich sei noch 
L({w)| y; +) = Li[ely,; +) 0 L({w)y) fiir y € B, gesetzt. 

1.6.3.3. Wir betrachten zuerst den Fall z((u)q({u] y,)) 1 (vgl. Nr. 1.6.2.2., 
(c)). Zundchst set y € W,,. Im Hinblick auf die Verabredung in Nr. 1.6.3.2. hat 
man y in B(y,, w’’) zu betrachten, wenn w’’ der Endpunkt von W,, ist (also 
vor y, liegt). Es ist dann q([{u]y) € Z({u)| y; +), weil Bly,; q({u]y,) 

- L({w) y,; +). Genauer: Es liegt B(y,;q({uly)) fir 1 = ws n—1 in 
einem offenen Winkelraum w(y), der begrenzt wird von den offenen (n — 1)- 


Lokal-regulire Bogen ohne (n 2, k)-Sekanten 233 


Halbebenen L({u]| y; +) und L([y)| y,;—); fir w= n ist Bly,; g([u]y)) 
zu ersetzen durch B(y; q([u]y)). 

Da w(y) streng monoton und stetig abnimmt, existiert w(w’’) = lim w(y) 
fir yw". Ebenso existiert q(({u]w’’) = lim q([u]y). Es sind jetzt nur die 
folgenden drei Faille denkbar: 

(1) Es enthalt D(w’’) = (B U) L({ujw’’) den Endpunkt 6’ von B oder 
(und) Stiitzpunkte p, die auf B simtlich vor q’’= q([u]w’’) liegen. In diesem 
Fall ist g’’ der am nachsten bei U gelegene Punkt aus D(w’’), und zwar Schnitt- 
punkt. GemaB Nr. 1.3., Lemma, existiert eine Umgebung W”’ von w” auf B, 
derart, daB w’’ das einzige y € W”’ ist, fiir welches D(y) = (B U) L({u)y) 
Stiitzpunkte oder b’ enthalt. Es kann daher qg(y) stetig und streng monoton 
in W” hinein fortgesetzt werden. Man kann also W,, zu W,, \U W” vergréBern. 

2) Es ist q” selbst Stiitzpunkt. Dieser Fall kann nicht eintreten. Denn 
andernfalls existiert eine Umgebung Q” von q” auf B derart, daB Q’ = Q’’—{q""} 
in einer offenen Seite von L([u]w’’) in A, liegt und mithin Q’ C w(w’’) oder 
Y c Li{wly,;+)—w(w”) ist. Je nachdem ist D(y) > Q” fiir die von w” 
verschiedenen y in einer hinteren Umgebung von w” auf B entweder leer oder 
enthalt einen hinter q’’ auf B gelegenen Schnittpunkt. Beides widerspricht der 
Definition von q’’. 

(3) Der letzte noch denkbare Fall ist der, daB Stiitzpunkte p aus D(w’’) 
hinter q'’ auf B liegen; unter diesen (endlich vielen) Stiitzpunkten sei p’’ der 





am nachsten bei U gelegene. Dann liegt eine Umgebung von p” auf B in 





w(w’’), weil andernfalls fiir y aus einer hinteren Umgebung von w”’ auf B 
schon hinter p” gelegene Schnittpunkte vorhanden sind. DemgemaB existiert 
fiir jedes y’ + w”’ in einer vorderen Umgebung von w” auf B mindestens ein 
Schnittpunkt t(y’) in D(y’), der auf B hinter p’’ liegt, hingegen kein Stiitz- 
punkt, weil Stiitzpunkte nur fiir endlich viele y’ auftreten (vgl. Nr. 1.3.). 
Es sei t(y’) der am nachsten bei U gelegene derartige Schnittpunkt (es gibt 
ja nur endlich viele Punkte in D(y’) (vgl. Nr. 1.2.2.); dabei gilt t(y’) > p’’ 
fiir y’ > w’’. Ferner ist der Typus (vgl. Nr. 1.6.3.1.) von y’ bei festgehaltenen y, 
mit 9 + mw der gleiche wie der von w’’ und wie der von y,. In der Tat: Fiir 
1< wsn—\sind B’= Rly, 7’) und B’= B(y,;t(y’)) fremd zu L([p)| y’;—) 

L({u)]); denn B’ UV BY” Cc w(w"’) und q”, t(y’) sind fremd zu L([{y])); fiir 
7 n tritt B(w’,q’’) bzw. B(y’, t(y’)) an Stelle von B” bzw. B’. Somit ist 
q’ €L({p)| w’; +) und t(y’) € L([u)] | y’; +). Da aber y € L([u)y) — L([p)) 
ist und y sich stetig andert, liegt y entweder stets in L([u]| y; +) oder stets 
in L({u}| y; —). Aus der Definition von q” und t(y’) folgt weiter: Liegt eine 
vordere Umgebung von w” z. B. auf der gleichen Seite von L([{u]w’’) wie eine 
hintere Umgebung 





von q’’, so auch eine vordere Umgebung von y’ auf der 
gleichen Seite von L([u]y’) wie eine hintere von t(y’). 

Geht man nun von einem solchen y’ bzw. t(y’) aus und setzt q([u] y’)=t(y’), 
so lassen sich wegen der Invarianz des Typus (im Sinne von Nr. 1.6.3.1.) die 
Betrachtungen in Nr. 1.6.1.ff. erneut anwenden, namlich auf y’, y, fiir 9 + yu 
und q([u]y’) statt auf y,, y, fiir o + w und q([u)y,), bis wieder ein Stiitzpunkt 
auftritt. Da letzteres nur fiir endlich viele y eintritt (gemaB Nr. 1.3.), so gelangt 
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man nach endlich vielen Schritten mit y in beliebig kleine Umgebung von y,,, , 
falls n 1 bzw. von b* (vgl. Nr. 1.6.) falls u = n. 

1.6.3.4. Im Falle z({u]q({u] y,)) 1 schlieBt man ebensowie in Nr.1.6.3.3. 
GemaB der Verabredung in Nr. 1.6.3.2. 1aBt man dabei jetzt y monoton und 
stetig gegen y,,_, streben bzw. fiir u = 1 etwa gegen a; | ll n. 

1.6.4. Aus dem in Nr. 1.6.—1.6.3.4. Bewiesenen li8t sich nunmehr zu- 
sammenfassend entnehmen der 

Satz. Vor. (a) Es seien die Annahmen (1)—(4d) und (5) gemaB Nr. 1.2. 
bis 1.2.2. erfillt. Es sei Yo a der Anfangs- und Yn+1 b* der Endpunkt von 
U.—(b) Es sei L(y) = L([u) y) die durch L(({u)) und durch y € B= Bly, —15 Yp+1) 
aufgespannte (n 1)-Ebene, pw 1,...,n. Ferner set q(y) = q({uly) der am 
nichsten bei U gelegene (stets vorhandene) Punkt von (B U) L(y). 

Behauptung. Es wandert q(y) monoton in Richtung auf U 

(1) entweder wenn z([u]q(Yp)) 1 ist und y € Bly, Y,,4;) monoton (und 
stetig) gegen y,,., geht; 1 lu n. 

(2) oder wenn z([u]q(y,)) 1 ist und y € B(y,-1, y,) monoton (und 
stetig) gegen y,,_, geht: 1 7 n. 

Anmerkung. Fir jedes y € B,, ist q(y) fremd zu U. 

1.7. Weiterhin sind jetzt die verschiedenen Vorzeichenkombinationen von 
z({ujq) und z({u + 1}q) zu diskutieren, 1 <= pu n—1; dabei wird mit q 
der am nachsten bei U gelegene Punkt von (B— Br U) 4 L bezeichnet und 
mit Z die (n 1)-Ebene L({y,) U-* + U {yp}). 

Es sind die folgenden (einander ausschlieBenden) Fille zu unterscheiden: 


I. Es ist z([{v]q) l fiir jedes y= 1,..., mn. 

Il. Es ist z([v]q) l fiir jedes y= 1,..., 0. 

Ill. Es existiert (mindestens) ein uw mit | Mu n 1 derart, daB 
z({u}q) 1 und z({u + 1]q) 1 ist. 

IV. Es existiert (genau) ein / mit 1 lin 1 derart, daB z([v]q) l 
fiir | vy = I, und z([v]q) + 1] fiir? + 1 yon. 


1.7.1. Im Fall I enthdlt die (n—1)-Tangentialebene T,,_,(y,) an U im 
gewohnlich differenzierbaren Punkt y, € U einen nicht zu U gehérigen Punkt 
q® € Bia, q) = Q. 

Beweis. (1) GemaB Nr. 1.6.4. gibt es in beliebig kleiner hinterer Umgebung 
H(y,) von y, auf U einen gewdhnlich differenzierbaren Punkt y}_, derart, 
daB Q’= Q@— Qn U mit der (n — 1)-Ebene L(L({n — 1}) vu {yh_,}) Punkte q’ 
gemeinsam hat, von denen der am nachsten bei U gelegene ein Schnittpunkt q, 
ist. GemaB Nr. 1.6.3. liegt fiir y,,..., ¥,—~2, ys—1, Yn Wieder der Fall I vor. 
Man erhalt daher durch entsprechende Schliisse, wie soeben, bei festen 
Yi. +++ Yn—g> Ya—1 Yn in beliebig kleiner, in H(y,) enthaltener hinterer Um- 
gebung von y}_, ein gewohnlich differenzierbares y}_, derart, daB auch dic 
durch y;,..., Yn—3, Yi—2 Yi—1> Yn Aufgespannte (n — 1)-Ebene mit Q’ Punkte 
gemeinsam hat, deren am nachsten bei U gelegener ein Schnittpunkt q, ist. 
Fortsetzung dieses Verfahrens fiihrt (mach insgesamt n— 1 Schritten) zu 
gewohnlich differenzierbaren y) ¢ H'= H(y,), w= 1,...,n—1, derart, daB 
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fir L'= L({y}} U--+ U fys_,} u {y,}) der am nachsten bei U gelegene Punkt 
q: von Q’ 4 L' ein Schnittpunkt ist. 

(2) Betrachtet man schlieBlich eine Folge von auf y, sich zusammen- 
ziehenden hinteren Umgebungen H* von y, und die gemaB Ziff. (1) dazu 
konstruierten y’,, y,,q", L’, so enthalt die Folge der q’ eine konvergente Teil- 
folge; ihr Limes sei g®. Die entsprechende Teilfolge der y/,, w= 1,...,— 1, 
konvergiert gegen y,. Und da y, gewoéhnlich differenzierbar ist, konvergieren 
die L’ gegen T',_,(y,) (vgl. [1], Nr. 1.4.2., Satz 1); w. z. z. w. 


1.7.11. Im Fall Il enthélt die (n —1)-Tangentialebene T,,_,(y,) an U in 


dem gewodhnlich differenzierbaren Punkt y, einen nicht zu U gehérigen Punkt 
Jo € Y. 
Beweis. Mit Hilfe von Nr. 1.6.4. schlieBt man entsprechend wie in 1.7.1. 
1.7.11. Weil B frei von (n—2,k)-Sekanten ist (vgl. Nr. 1.2., Vor. (1)), 
kann der Fall 111 nicht eintreten. 


Anmerkung. Fiir n = 2 ist die Voraussetzung, daB B frei von (n — 2, k)- 


Sekanten sei, gleichbedeutend damit, daB B einfacher Bogen ist. 

Beweis. (1) Ist erstens n — w= 0 (mod 2), so liegen y,, und q bzw. y,,., und q 
beide auf der gleichen Seite (in L) von L([u]) bzw. von L([u + 1)) (gemaB 
Nr. 1.5.2., (a)). Ist zweitens n 7 1 (mod 2), so liegen aus dem gleichen 
Grunde y 


und q bzw. y,4, und q beide auf verschiedenen Seiten (in L) von 


L({u]) baw. von L([u + 1)). 


(2) Fir » = 2 kann der Fall III nicht auftreten. Denn hier ist yu 1 und 


‘ 


n— w= 1, die 3 Punkte y,, y, und q liegen (in A,) auf einer Geraden und ‘es 
kann nicht gleichzeitig y, zwischen y, und q sowie y, zwischen y, und gq liegen. 

(3) GemaB Ziff. (2) kann n 3 angenommen werden. AuBerdem liegt 
q in L gemaB Ziff. (1) fir » — w= 0 (mod 2) in demjenigen offenen (x — 1)- 
dimensionalen Winkelraum w(y,,, y,,+1) L, der begrenzt wird von derjenigen 
Seite von L([u] [u + 1]) in L([u]) bzw. derjenigen in L([u + 1), in welcher 
Y,+, bzw. y,, liegt; und wobei auBerdem w(y,,, y,4,) < 2 ist. Fir n—p=1 
(mod 2) treten an Stelle der Seiten, in denen y, bzw. y,,,, liegt, diejenigen, 
in denen y,, bzw. y,,,, nicht enthalten sind. 

Beweis. Es seien 2, ..., : t,—, kartesische rechtwinklige Koordinaten in 
L({u)] [wu + 1)) (fiir n = 3 entfallen diese, weil L({u] [m+ 1)) alsdann ein- 
punktig ist); ferner sei die x,-Achse in L([{u]) orthogonal zu L([u] [wu + 1)) 





gewahlt und die 2x,-Achse in LZ orthogonal zu L({u}). Dementsprechend sei 
L({u) [uw + 1)}) gekennzeichnet durch x,= x, = 0, x, beliebig fir 3 =< » S n—1, 
abgekiirzt L([u) [u + 1]) = ((a,= 0, x= 0)); analog ist L([u]) = ((x,= 0, 

beliebig)) und L(y 1}) ((c, 2% + Cee 0)), wobei c, + 0, cj c 
Die beiden Seiten von L([u] [au + 1]) in D({w)) baw. in L([u + 1)) sind dann 
((2,= 0, x, = 0)) baw. ((c,2,+ cg%,=]0)). Ferner ist y,= (Y= Ys Yoo Y2 
mit ¢, y+ ¢,y¥2= 0)) und 9,45 = ((Y41,1= 9) Yutr,2= Y’))- 

Die spezielle Wahl des Systems der z,,..., r,,_, kommt hinaus auf senk- 


Xs» 
l. 





rechte Projektion in die x,, x,-Ebene, also hinaus auf Reduktion auf den Fall 
n 1 = 2; und fiir diesen ist die Behauptung (3) richtig. 
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(4) GemaB Nr. 1.6.4. konvergiert q(y) monoton gegen ein qg°€ Q’=Q—Qn U, 
wenn y, beginnend mit y, monoton und stetig gegen y,,,, (auf B(y,,, y,,+,)) 
konvergiert. Dabei bleibt der Typus von y,,, unverindert und der von y 
ist der gleiche wie der von y,, (vgl. Nr. 1.6.3.1. und 1.6.3.3.). Daher bleiben die 
Feststellungen in Ziff.(1) und (3) auch richtig fiir y, y,.,, L(y) statt fiir 
Yn» Yn+1, L. Insbesondere liegt also q(y) in demjenigen Winkelraum w/(y, y,,+,), 
welcher bei der Anderung von y stetig aus w/(y,, y,.,) hervorgeht. (Zum Be- 


weis benutze man in L(y) dasjenige Koordinatensystem (2},...,2/,_,), 
welches aus dem der (2,,..., 2%,—,) durch die Drehung um L([u]) gewonnen 


wird; es ist also x}= x,,2 < vy < n—1, und die 2}-Achse geht durch die Dre- 
hung aus der 2,-Achse hervor. Dadurch reduziert man die Betrachtung auf 
die in der x}, x5-Ebene, die mit der x,, 2,-Ebene identisch ist.) Wegen y > y,,., 
.,) konver- 


giert q(y) gegen den Punkt qg® von L({u]), der von allen y,, also insbesondere 


konvergiert nun w(y, y,+,) gegen Null; und wegen q(y) € w(y, y 


lu 


von den in L({u]) enthaltenen n — 1 der y, verschieden ist. Daher ist L([{]) 
eine (n — 2, n)-Sekante von B entgegen der Voraussetzung. 

1.7.1V. Im Falle IV existiert ein q’ € L(7T,_,(y,) UV T,~1-1(y,)), wobei 
rechts eine (n 1)-Ebene steht. 


1.7.1. Wenn B sogar im strengen Sinne frei ist von (n — 2, k)-Sekanten 
(vgl. [1], Nr. 1.5.1.), liegt stets der Fall I vor. 


Beweis. (1) Es ist zu zeigen, daB erstens z([u]q) -z({mu + 1)}q) 1 fiir 
jedes uw = 1,...,— 1 und daB zweitens z([n]q) l ist. 


(2) GemaB Nr. 1.5.2., (b) bzw. (a), ist Erstens bzw. Zweitens gleich- 
bedeutend damit, daB y,, und y,,,, auf der gleichen Seite von R= L([u][u+ 1)}q) 
in ZL liegen bzw. y,, und q auf der gleichen Seite von R’= L([{n]). Nun sind 
R und R’ (n—2)-Sekanten von B, die in LZ enthalten sind. GemaB Nr. 2.1. 
(Satz, Beh. (2)) gibt es aber keinen Teilbogen von B, dessen Begrenzungs- 
punkte beide in L, aber auf verschiedenen Seiten von R bzw. von R’ liegen. 


$2. Ejigenschaften der (n 1)-Tangential(halb)ebenen eines im strengen 
Sinne von (nm — 2, k)-Sekanten freien Bogens 


Fiir spatere Uberlegungen sind weiter die nachfolgenden Feststellungen 
wichtig betreffend die Anderung, welche der Durchschnitt eines im strengen 
Sinne n-sekantenfreien Bogens B mit der (n 1)-Tangential(halb)ebene 
in einem gewohnlich differenzierbaren Punkt x erleidet bei Anderung von zx. 

2.1. Ein erstes hierhergehériges Ergebnis ist enthalten in dem 

Satz. Vor. Es sei B= B C P., ein lokal rangmaximaler, im strengen Sinne 
von (n—2,k)-Sekanten (k =n) freier Bogen (also beschrinkt, vgl. [1], 
Nr. 2.1.1., Satz, Beh. (1) (a)). Es sei B in a € B gewéhnlich differenzierbar. 
Ferner sei B(a) derjenige abgeschlossene Teilbogen von B, der a als Anfangspunkt 
besitzt, also die vor a liegenden Punkte von B enthilt; und es sei B¢= B(a)—{a}. 

Behauptung. (1) Jeder Punkt z € B*r\ T,,_,(a) liegt sogar in Th, _,(a); 
dabei ist T,,_,(a)\ Th,_,(a) =9 (weil Th,,_,(a) definitionsgemaB offen in 
T’,, -, (a) ist (vgl. {1], Nr. 1.4.). — (2) Es sei S eine (n — 2, n — 1)-Sekante von B, 
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ferner E eine S enthaltende (n — 1)-Ebene; die beiden offenen, durch S begrenzten 
(n — 1)-Halbebenen von E seien H, und H,. Dann gibt es keinen zu S fremden 
abgeschlossenen Teilbogen T von B, der sowohl mit H, als mit H, Punkte gemein- 
sam hat. 


Beweis. Betr. Behauptung. (1) (1) Es ist 7',_.(a) eine (n 2.n 1)- 
Paratingente (vgl. [1], Nr. 2.1., Satz, Beh. (2) (a)), also fremd zu B— {a} 
(vgl. [1], Nr. 2.1., Satz, Beh. (2) (b)). Fir z € Bt - T,,_, (a) gilt somit z € B* 
T’,-,(a), wobei 7",_,(a) = T,,_,(a) — T,_.(a) ist. — (IL) Wir beweisen jetzt 
die Beh. (1) indirekt, nehmen also die Existenz eines z¢€ B*7 H” an, 
wobei H” = Th),_,(a) = T,_,(a) — Th,_,(a) — T,,.(a) ist. Es sei 6 das 
Biischel der von 7',,_,(a) begrenzten offenen (n — 1)-Halbebenen H. Es gibt 
eine (beliebig kleine) einseitige Umgebung u von H,= T'h,,_, (a) in b der folgen- 
den Art: Zu u existiert eine vordere, z nicht enthaltende Umgebung V von a 
auf B*, so daB Hr V +9 fiir jedes H €u’= u— {H,}; dies folgt aus der 
Existenz bzw. der Definition von vT'h,,_,(a). Es sei H’ € u fest gewahlt und 
z’€H’n V. (III) Fiir hinreichend kleines u ist der von H, und H’ be- 
grenzte, H’’ nicht enthaltende, offene Winkelraum w, kleiner als 2-27 und es 
ist H’ nicht in 7',_,(a) enthalten. Der von H’ und H” begrenzte, H, nicht 
enthaltende bzw. H, enthaltende, abgeschlossene Winkelraum sei w’’ bzw. wi’. 


n 


Weiter sei 7” der von z € H” und von 2’ € H’ begrenzte, abgeschlossene Teil- 
bogen von B* und T' ein kleinster, abgeschlossener Teilbogen von 7”, dessen 
Begrenzungspunkte in H’ und H” liegen. Es ist 7’ > T',_,.(a) = @ und es liegt 
T entweder in w” oder in w’. Ist 7’ w’, so ist 7’ 7) L + 9 fiir jede, 7, _,(a) 
enthaltende (n — 1)-Ebene L, weil die Offnung von w’ gréBer als z ist. Falls 
aber 7’ c w” ist, gilt 7. LD +9 fiir jedes LD mit LD w" +9 und es gilt 
B(a, x’) L + % fir jedes L mit LD wy, + 9(T,,_.(a) C L); und weil jedes 
H €b in einem dieser L enthalten ist, gibt es kein zu B* fremdes L. Weder 
fir 7 w’ noch fiir T w’’ kann also B streng n-sekantenfrei sein. 
Betr. Behauptung (2). Existiert ein Teilbogen 7” von B, dessen Begrenzungs- 
punkte in H, und H, liegen, so schlieBt man wie beim Beweis betr. Behaup- 
tung (1), Ziff. (III), indem man H,= H’ und H,= H”, also w,= 9 setzt und 
beachtet, daB w’ und w” jetzt je die Offmung 2 besitzen und abgeschlossen 
sind. 


2.2. Bezeichnungen. Es sei B C P,, lokal rangmaximal, beschriinkt und 


frei von (n — 2, k)-Sekanten (n k;2 n). Ferner sei B in a@ sowie in 
x, y € B* gewohnlich differenzierbar (Betr. B*, vgl. Nr. 2.1., Satz, Vor.; B* 
hat entsprechende Bedeutung). Es sei Th, ,(z) = vTh,_,(z) = hTh,_,(z) 
gesetzt, 1 q = n— | (fiir gewohnlich differenzierbares z € B). 


Wir fiihren folgende Abkiirzungen ein, wobei | q n — 1 sein soll: 


(1) Es sei L,_,(a; y) = L(T,~¢-1(@) VU {y}) gesetzt; wegen Br T,,_,-, (a) 
{a} ({1], Nr. 2.1., Satz, Beh. (2) (b)) ist LZ, _,(@; y) eine (eindeutig bestimmte) 
(n — q)-Ebene. Es ist L,_,-,(a; y) C L,~,(a; y). Wegen T',_,(a) \ {2} =9 


ist 7,,-,(a) \{x}=98 und daher L,_,(a; x) T,_,(a) = T,-3(a) sowie 


n 
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L,,~2(a@; x) verschieden von T',,_,(a). Entsprechend bezeichnet L,, 
die (eindeutig bestimmte) (n — q)-Ebene durch 7’, ,_,(x) und a. 
Weiter sei Lh,_,(a; x) diejenige, durch L,_.(a; 2) begrenzte, offene 
(n 1)-Halbebene von L,,_,(a; x), fiir die Th,_.(a) A Dh, _,(a; x) = © ist. 
(2) Fir 2 n bedeute Lh,, (a; x) bzw. Lh, (x; a) diejenige, durch L,,_, (a; 2) 
bzw. durch L,,_,(x; a) begrenzte, offene n-Halbebene, in welcher eine vordere 


q(%; @) 


Umgebung von x auf B*= B(x) — {x} liegt. Diese n-Halbebenen ebenso wie 
Th,,(a) usw. existieren und sind eindeutig bestimmt, wenn z. B. der jeweils 
betrachtete Teilbogen von B endlichen Ordnungswert besitzt, wie dies im 
folgenden jeweils der Fall sein wird. 

(3) Wie friiher (vgl. [1], Nr. 2.2., Satz, Vor. und Beh. (1)) sei / bzw. f, 
die Zentralprojektion von P,, aus a in eine (n 1)-Ebene E bzw. die durch / 
induzierte (topologische) Abbildung von B auf f{(B); dabei wird a als gewohn- 
lich differenzierbar auf B angenommen und /f,;(a) = E> Th,(a) gesetzt. Sind 
aund x € B* gewohnlich differenzierbar auf B, so auch /,(a) und f p(x) auf f(B) 
(vgl. [1], Nr. 2.2., Satz, Beh. (5)). SinngemaB ist dann z. B. L,_ ,_,(fz(2): 
fp(a)) die in E gelegene, beziiglich /(B) gebildete (n—q 1)-Ebene 
LT, ¢—2 (fn(x)) U {fp(a)}), soweit sie eindeutig bestimmt ist. 

2.2.1. Wir beweisen nun den 

Satz. Voraussetzung (1) Der Bogen B(a) in P,,,2 <n, mit dem Anfangspunkt a 
sei lokal rangmaximal und fre i von (n 2, k)-Sekanten (k nN). (2) Es sei a 
elementarer Punkt auf B(a), es existiere also eine vordere Umgebung V von a 
auf B(a) mit ord(V) =n; es ist dann B(a) in a gewéhnlich differenzierbar 
(vgl. [1], Nr. 1.4.).— (3) Es sei x € V— {a} gewo6hnlichdifferenzierbar. 
(4) Bezeichnet man mit f bzw. g die Zentralprojektion aus a bzw. aus x in die 
(n 1)-Ebene E, so sei f(B(a)) bzw. g(B(a)) beschrankt. ebenso wie Bia) 
selbst (in P,—F,,). Dabet set fp(a) = En Th,(a) und gzp(x) = EX Th,(2) 
erklért. 

Behauptung. (1) Es ist V L,—,(a; x) V Li, 4(2; @) fa fa}: 
dabei ist x Schnittpunkt von V mit L,_,(a; x). 

(Il) Fiir 1 q = n—1 bestehen die Beziehungen: 

(111) {(L,—,(a; x)) = Lif(T, 1(@)) U {fp(x)} 


q 

LD, ¢—1(fp(a); fp(z)) = EA L,..(a; x); 
f{(Ly—¢(x; @)) = T,,~ 9-1 (fa(z)) = BO L,~4(2; 4); 
g(L,— (a; x)) = T,-~¢-1(gz(a)) = EOL (a; xz); 

(112) {(B* eo Th, (a)) = f(B%) 0 Thy-1(fg(@)), 3 S 1 ; 

}(B° - Th,(a)) = }(B) 0 Thana) : 
(113) {(B* -\ Lh, (a; x)) = f(B*) 0 Lh, _1(fp(@); fe(2)) ; 
g( B* -\ Lh, (a; x)) = g( B*) 0 Th, _,(gz(a)) : 


(114) {(B* -\ Lh, (x; a)) = f(B*) 0 Th, _,(fp(2)) - 
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Zusatz. Die Vor. (4), derzufolge B(a) sowie {(B(a)) und g(B(a)) beschrankt 
sind, ist von selbst erfiillt, falls B(a) sogar im strengen Sinne frei ist von 
(n — 2, k)-Sekanten. 

Beweis. Vorbemerkung. Aus ord (V) = n bzw. aus ord (/(V)) = ord (g(V)) 

n—1 (vgl. [1], Nr. 2.2., Satz, Beh. (2)) folgt, daB 7'h,,(a), Lh, (a; x) und 
Lh, (x; a) baw. Th, _,(fg(a)), Thy (gp(a)), Lhy—, (fp (a); fp(x)) usw. existie- 
ren (vgl. Nr. 2.2., (2)). AuBerdem ist {(7’ ™ M)) = f(T) > {(M) fiir jeden Teil- 
bogen 7’ von B und jeden, das Projektionszentrum enthaltenden projektiven 
Unterraum M von P,, (vgl. [1], Nr. 2.2., Satz, Bemerkung). 

Betr. Behauptung. (1) Indirekt. Es sei x Stiitzpunkt oder es liege noch 
(mindestens) ein Punkt y € V — {a} — {x} auf L = L,_,(a; x). Ist x oder y 
Stiitzpunkt von L mit V, so gelangt man durch eine passende (beliebig kleine) 
Drehung von L um (das zu x und y fremde) 7',,_,(a) zu einer (n — 1)-Ebene L’ 
durch 7’, _,(a), die mit V — {a} mindestens zwei Schnittpunkte 2’, x’’ gemein- 
sam hat. Da 7',_,(a)=vT7',_,(a) eine (n—2,n—1)-Paratingente an V 
in @ ist (vgl. [1], Nr. 1.4.1.), gibt es eine, zu 7',,(a) beliebig benachbarte 
(n — 2)-Ebene, die genau n 1, zu a beliebig benachbarte Punkte 2,,... 
n—-1 © V enthalt. Es gibt daher (n 1)-Ebenen L’’, die mit V Punkte 
X,---+, %,-, gemeinsam haben und auBerdem noch mindestens je einen zum 


» & 
, 
Schnittpunkt x’ bzw. x” beliebig benachbarten Punkt, also insgesamt n + 1 
Punkte aus V enthalten, im Widerspruch zu ord (V) = n 


Betr. Behauptung. (11 1) Erste Relation. Es ist L,,_ ,(a; x) die Menge aller 


q 
Punkte z, welche darstellbar sind in der Gestalt z= f’z’ + Ba, wobei 
z’€T,-4-,(a) beliebig ist und #, fp’ reelle Zahlen mit |f p’| > 0 sind. 


DemgemaB ist /(L,—,(a; 2)) die Menge aller f(z) = f’ f(z’) + Bfp(x). Wegen 
{(Tn-¢-1(@)) = Tr~¢-2(fn(@)) (vgl. [1], Nr. 2.2., Satz, Beh. (4a)) ist daher 
E r\ L,- (a; x) = Dy—¢—1(fp(2); fp (2)). 
Zweite Relation. Diese ergibt sich aus {(L,_,(x; a)) = f(T n-¢ 
f(T ,~¢-3(2)) = T, i (fg(x)) (gemaB [1], Nr. 2.2., Satz, Beh. (4)). 
Dritte Relation. Da x das Projektionszentrum fiir g sein soll, ergibt sich die 


,(v)) und 


q 


dritte Relation aus der zweiten durch Vertauschen von a mit x und von / 
mit g. 

Betr. Behauptung. (11 2) Erste Relation. Es sei F,, die uneigentliche (n — 1)- 
Ebene in P,. DefinitionsgemaB (vgl. Nr. 2.2., (2)) ist Th,(a) in P,— F,, bzw. 
Th, -,(fp(@)) in E— E - F,, diejenige durch T,,_,(a) bzw. durch 7’, .(f(a)) 
begrenzte offene n-Halbebene bzw. (n — 1)-Halbebene, in welcher eine vordere 
Umgebung W vona auf B¢ bzw. W’ von /p(a) auf /(B*) liegt. Wegen ord (V)=n 
bzw. ord (/(V)) = »—1 existiert W V bzw. W' c f(V). Weil W'= f(W) 
angenommen werden kann und weil 7',_.(f,(a4)) = /(7,_,(a)) ist, folgt die 
behauptete Relation gemaB [1], Nr. 2.2.1., Satz, Beh. (II 2)). 

Zweite Relation. Man ersetze im Beweis fiir die erste 7'h,,(a) durch seine 
abgeschlossene Hille 7'h,, (a). 

Betr. Behauptung. (113) Erste Relation. DefinitionsgemaB (vgl. Nr. 2.2., 
(2)) ist Lh, (a; x) in P,— F, baw. Lh, _,(fp(@); fp(x)) in E— EB - F, die durch 
L,~,(a; x) baw. durch L,_ (f(a); fp(x)) begrenzte n- bzw. (n 1)-Halb- 
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ebene, in welcher eine vordere Umgebung W von 2 auf B* bzw. W’ von fp(2) 
auf {(B*) liegt. Aus Beh. (I) folgt, daB B* ~ Lh, (a; x) +4% ist; es existiert 
also ein W und daher auch ein W’= f{(W)). In Riicksicht auf (II 1), erste Rela- 
tion, folgt nun die erste Relation von (II 3) wieder aus [1], Nr. 2.2.1., Satz, 
Beh. (II 2). 

Zweite Relation. Da Lh,(a;x) von L,-,(a; x) begrenzt wird und da 
g(L,~-1(4; x)) = Ty~-2(gp(a)) ist (vgl. (IL 1), dritte Relation), liegt g(W) in 
einer von T7',_.(gp(a4)) begrenzten (n—1)-Halbebene von E— EN F,, 
definitionsgemaB also in T'h,,_,(gp(a)). Zufolge [1], Nr. 2.2.1., Satz, Beh. (II 2) 
folgt die zu beweisende Behauptung. 

Betr. Behauptung. (11 4) Unter Verwendung von (II 1), zweite Relation, 
schlieBt man ganz entsprechend wie fiir Beh. (II 3), zweite Relation. 

Betr. Zusatz. Folgt aus [1], Nr. 2.1.1., Satz, Beh. (1) (a); [1], Nr. 2.2., Satz, 
Zusatz; [1], Nr. 2.2.1., Satz, Beh. (II 1). 

2.3. Ein weiteres Hilfsmittel fiir spatere Beweise wird geliefert durch den 

Satz. Vor. (1). Der Bogen B = B(a) mit a als Anfangspunkt sei lokal rang- 


maximal und im strengen Sinne fret von (n — 2, k)-Sekanten (n < k; 2 < n). 
(2) Ferner sei aelementar auf B und V eine vordere Umgebung von a auf B 
mit ord (V) = n. (3) Bs sei x € V— {a} gewdhnlich differenzierbar, 


sonst belrebig. 
Behauptung. (1) Aus B* 7 Th,,_,(a) + folgt B* ~\ Th, —,(x) + 9%. 
(Il) #s ist B(x) Th, (x) Be -\ Th, (a). 


Beweis. Vorbemerkungen. 





Betr. Behauptung (1). Es geniigt, zu zeigen, daB gilt: 

(Ia) Aus B*~ T,,_,(a) + 9 folgt B* ry T,,_,(x) +9 

Denn gemaB Nr. 2.1., Satz, Beh. (1), liegt jeder Punkt von Bt T,,_,(a) 
in B*r\ Th, _,(a) bzw. von B* ry T,,_,(x) in B*n Th, _,(2). 


Betr. Behauptung (11). Es geniigt, zu zeigen, daB gilt: 
(W,) Bro Th,(z) C Ben Th,(a). 

In der Tat: Zunachst ist B* B*, so daB aus (W,,) folgt: 
(Wt) Btn Th, (x) C Btn Th, (a). 


Da in V* = V — {a} Begrenzungspunkte von V” nicht enthalten sind, ist 
T’,-, (a) fremd zu V4 (wegen ord (V) = n, vgl. [1], Nr. 1.4.2., Satz 1., Zusatz); 
weil ferner definitionsgemaB V2 Th, (a) (vgl. [1], Nr. 1.4.) und weil x € V%, 
ist somit x € Th, (a). Da auBerdem x € B* ist, gilt {x} B* -\ Th, (a). Wegen 
B(x) = B* {x} folgt daher die Beh. (II) aus (W*), also aus (W,,). 

Betr. Zentralprojektion. Nach Vor. ist der (abgeschlossene) Bogen B streng 
n-sekantenfrei, also beschrankt ({1], Nr. 2.1.1., Satz, Beh. (1) (a)), d. h. fremd 
zur uneigentlichen (m — 1)-Ebene F,,. Es seien f bzw. g die Zentralprojektionen 
aus a bzw. x in eine (n— 1)-Ebene £, die (von F,, verschieden, also nicht 
uneigentlich sowie) zu 7'h,(a) und T'h,(x) nicht fremd ist und wobei f(a) 

Er\ Thy(a) sowie gp(x)= En Th,(x) gesetzt wird. (Es ist tibrigens 
T (a) T,(x) = 9 fiir n = 4 (vgl. [1], Nr. 2.1., Satz, Beh. (2) (b))). Geniigen 
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B, a, und x den Vor. des Satzes, so auch /(B), g(B), fp(a), gp(a) usw. (vgl. [1], 
Nr. 2.2., Satz und Zusatz). 

Beweis. Betr. Behauptung (I a) (vgl. Vorbemerkungen). 

Zwecks Anwendung vollstaindiger Induktion beweisen wir etwas mehr, 
naimlich die folgende Behauptung: 

(I) Aus B*r\ T,,_,(a) +9 folgt neben 


B* r\ T,,_, (x) + 9 auch Bt r\ L,_,(a; x) +9. 


Beweis von (I},). Wir erledigen zunachst den Fall 

(13), also n = 2. Es sei B*r\ T,(a) +9, also Q = B* rn Th,(a) +9, und 
q, der auf B* am niachsten bei a gelegene und daher zu V fremde Punkt von Q 
(die Existenz von q, folgt aus B* -\ T'h,(a) + 9 zusammen mit V* 4 Th,(a)=9, 
letzteres weil ord (V) = 2 ist). Weiter sei Q,= B(a, q,) der offene, von a und q, 
begrenzte Teilbogen von B*. Wegen q, € B*— V und zx € V ist x € Q,. Es ist 
x Schnittpunkt von L = L(a; x) mit V und es ist V? 7 L = 9; denna, x€VAL 
und ord (V) = 2. Daher liegt V* auf der entgegengesetzten Seite von L wie 
B(a, x), also wie Th,(a) und daher wie g,. Wegen V* C Qf ist mithin 
D,= (Qj— V*) \ L +9. Und zwar liegen alle Punkte von D, auf der a nicht 
enthaltenden, durch x begrenzten Halbgeraden H von L; denn die x enthal- 
tende, von a begrenzte Halbgerade von L enthalt wegen der strengen n-Sekan- 
tenfreiheit von B simtliche Punkte von B* 7 L (weil sie x enthalt), woraus 
wegen B(a, x)(\ L =9% die Behauptung betr. H folgt. Wieder existiert der 
auf Qf am nachsten bei x gelegene, zu V fremde Punkt g, von Q7 H. Da 
x Schnittpunkt von V mit L ist, liegt V — {x} auf der gleichen Seite von 7’; (z) 
wie a, also auf der entgegengesetzten Seite wie g, (denn a wird von q, auf L 
durch x getrennt). Daher ist B(x, q.) \ Th,(x) +9; dies folgt ebenso wie 
vorhin Q| 1 H + 8. Wegen B(x, q.) C Qj C B* ist die Beh. (J3) bewiesen. 

(I},) Es sei (J),) schon bewiesen fiir 2 < n< N. Zwecks vollstandiger 


Induktion bedienen wir uns folgender Abkiirzungen: 
DD = D(z; BY) = B* rn T,_,(2) ; 
E., = E,(a; x; B*) = B* nr L,-_, (a; z) ; 
FP, = F(a; B*) = B* rT, (a) ;s 
F,, = Ff, (a; B*) = B* nr T,,_;(@) . 


n 


Die Beh. (J',) 14Bt sich dann so formulieren: 
(Ij) Aus Fi, + 9 folgt Di, + 9 und Ej, + 9%. 
Fiir die Projektionen der D},,..., F;; haben wir weiter: 


(I'1) g(Di) = 9(B*) 0 Th-2e(2)) = Dr-1 Gaz); 9(B*) = derDPit1; 

(I'2) f(E£,) = f(B*) 0 L,~2(fe(@)sfa(x)) = Bn-1(fe(@ ifn (2) 31 (B*)) = per Bn; 
(I'3) g(Z,) = 9(B*) 0 T,-22(@)) = Pn-1Ge(@); 9(B*)) = perF i213 

(l'4) (Py) = (B90 Ta-2(fa(@) = Pa-i(fa(@; f(B%) = ver Pris - 
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Es folgen: (I’ 1) und (I' 4) aus [1], Nr. 2.2., Satz, Beh. (4), (4a) sowie 
Bemerkung; ferner (I’ 2) und (I’ 3) aus Nr. 2.2.1., Satz, Beh. (II 1), erste und 
dritte Relation. 

Wir haben nun zu zeigen, daB (J‘y) richtig ist. Es sei also F’y + 9. GemaB 
(I’ 4) ist dann FY 1-49 fiir jede (wie oben definierte) Projektion f. Nach 
Induktionsannahme gilt (I'y_,), also E¥_,+9. Zufolge (I’'2) ist dann 
}(E'y) + 9, also E’'y + 9. — Wegen (I’ 3) folgt Fy", +9. Aus B* B* folgt 
aber Fy”, C F4f_, und damit F’if_, + 9. Gema8 Induktionsannahme ist also 
D‘f_, + 9 (wegen F’_, + 9). Und zufolge (I’ 1) ist dann auch D'y + 9. Es gilt 
also (I'y); w. Zz. Z. w. 

Beweis. Betr. Behauptung. (W,,) (vgl. Vorbemerkungen). 

Bei dem wieder durch vollstandige Induktion zu fiihrenden Beweis be- 
dienen wir uns der folgenden Abkiirzungen: 


D,, D,, (2; B*) Bt -\ Th, (x); 
E,, = E,,(a; x; B*) = B* ~ Lh, (a; =); 
F F(a; B*) Be T h,, (a) . 


n 


Fiir die Projektionen dieser D,, E,,, F,, gilt: 


(II’ 1) g(D,) = g( B*) 0 Th, Ga()) = Da-1Gn(%); 9(B*)) = perDh-1; 
(II’ 2) g(E,,) g | Br) T h,, (9p (@)) F,, 1(9p(@); gq | B*)) pet ln 1 ; 
(II’3) f(£,) =f( BOL, ~,(fa(@) sf p(%)) = En 1 l@) sf a()39(B*)) =perBa-1; 
(Il’ 4) /(F,) f(B*) T h,, i (fa (@)) F,, i (fp (a); f( B*)) Det hn -1 - 

Es folgen: (II’ 1) und (II’ 4) aus Nr. 2.2.1., Satz, Beh. (II 2); ferner 
(II’ 2) und (II’ 3) aus Nr. 2.2.1., Satz, Beh. (IT 3). 

Wir kénnen nun (W,,) so schreiben 


(W,) D F,, oder D, OF D,, . 


n n n 
Fiir den InduktionsschluB beweisen wir etwas mehr, namlich die beiden 
folgenden Enthaltenseinsrelationen, aus denen wiederum (W,,) folgt: 


(W,,) D, C E, oder D, -\ E, =D 


(Wns) E, C F, oder E, \F, = E,. 


SchlieBlich bezeichnen wir die auf f(B) bzw. g(B) (statt auf B) beziiglichen 
Relationen (W,,), (W,,;) mit (W/), (W1,,), (W4%), (WZ,), i = 1, 2, und mit(/(W,)), 


(g(W,,)) usw. die aus (W,,) usw. folgenden Relationen 


f(D, AF,) = f (Da) Of (F,) = f(D,) bzw. g(D, OF) = 9(D,)Ag(F,) = 9(D,) usw. 
Wegen [1], Nr. 2.2., Satz, Beh. (1) gilt dabei: 

(I1’5) Es sind gleichwertig: (W,) und (/(W,)); (W,) und (g(W,,)); 
(W,,,;) und (f(W,,,)) bzw. (g(W,,,)). 

Aus (II’ 1)—(II' 4) folgt (g(W,,))=(W%_,) und (f(W,,.)) = (Wi_,,.). 
Wegen (II’ 5) ergibt dies: 

(II’6) Aus (W%_,) folgt (W,,,); und aus (W 


n mn? 


! 1,2) folgt (W,,.). 
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Jetzt kann der Induktionsbeweis so gefiihrt werden: Fiir n = 2 ist die 
Behauptung, d. h. (W,,,) und (W,, ,), richtig (vgl. auch den Beweis betr. Beh. (Ia); 
(13)). Die Behauptung sei schon fiir 2 < n < N bewiesen, d.h. fiir jedes der 
Vor. unseres Satzes (Nr. 2.3.) geniigende B* C Py_,. GemaB [1], Nr. 2.2., 
Satz und Zusatz geniigen aber /(B) und g(B) in Py_, der Vor. des Satzes, 
wenn dies fiir B in Py der Fall ist. Nach Induktionsannahme ist also (W‘y_,, ») 
und (W%_,) richtig. GemaB (II’ 6) gilt folglich (Wy,) und (Wy,) fiir B in Py, 


woraus (W y) folgt; w. z. z. w. 
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A further Extension of a result of Mordell’s 
By 


J.CHIDAMBARA Swamy and N. VENKATESWARA Rao in Visakhapatnam (India)* 


§ 1. Notation 


Throughout this paper x stands for the positive integral variable; and in 


the context of each proposition, stated or proved, r, n, m, a,, dg, . . -, Gm; Cy, 
Co, ..., Cm, Stand for non-negative integers satisfying 
(1.1) ra 2: 
(1.2) l<m Nn; 
(1.3) 0<a,<n; 

m 

7 
(1.4) > %=n 

t 1 


For any function / (x), the symbolic sentences ‘‘f (x) is J > I’, “f(x)isN-I +I” 
and ‘‘f(2) is J+ S”’, stand respectively for “‘f(x) is integral for an infinity 
of values of x’’, “‘/(a) is non-integral for an infinity of values of z’’, and ‘“‘f (2) 
is integral for all sufficiently large values of x’’. We also use the symbols |, [2], 
familiar in elementary number theory. 

(nz r)'!z 


(1.5) y (x) denotes 


m 
IT (a;x + ¢,)! 
t= ] 


We shall write 


m m 
(1.6) y for >’ c,; andzforr + >’ ¢,. 
' l i a 


§ 2. Introduction 
Generalising a true conjecture of Erpés, viz, 


(22)! 


isIJ+I, 
x!(x + ¢,)! 
MorRDELL!) [1] proved, in effect, that p(x) is J > J, if 


(2.1) nis a prime ; 
(2.2) ja;=a,, ¢=0 forlsjsl 
ae la; Qy41; Co = 4, forl+1sjsm; 


(2.3) r & 
*) Andhra University, Waltair. 
1) MorpDELL’s and Wricut’s results contain (px — 1)! (px) in the numerator, but a 


close examination of their argument shows that the factor p in the second term of this 
product can be omitted. 
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Wricut?) [2] generalised Mordell’s result by replacing (2.2) by the simple 
condition c,= 0. 

McAnpreEw [3] further generalised Wright’s result for any integer n with 
c,= 0 and r = 0, and he remarks that it can be reasonably conjectured that 
the condition c,= 0 may be relaxed but it appears to be difficult. 

It is therefore natural to enquire whether some positive values of c, or 
positive values of r, or both are admissible. A fairly satisfactory generalisation 
in this direction is proved in this paper as 

Theorem I. If 

n 
(2.4) (a,, ”) sia 
and either 


(2.5) “1 ¢, or > -Yy 
(a;, ”) (a, ”) ' 
then p(x) is I> I. 

In the context of this theorem a relevant problem is to determine, for 
a given set of values of a,, a, . . ., @,,, the sets of all r and c¢,, for each of which 
y(z) is 1+ 8; if, in any of the cases covered by theorem J, p(x) is I> S, 
the result of the theorem in that case would obviously be pointless. Some 
boundary cases of this problem are dealt with in this paper as 


Theorem II. 


(22 l)!z - r. 
(a) (e+ Dia is N-I>I. 
(nx)! Fr r, 
(b) (zi"—(2+n+1: * N-i-T. 
(c) me is I+S. 


(a!"—*(2 +n 1)! 
(d) If n + 1 is a prime or n = 3, then 


(nx)! , 7 
(a!)"-*(x +n)! is N-I+TI. 
(e) If m + 1 is not a prime and n + 3, then 


(nx)! 


is > S. 
(x!)"-1(2 + n)! . I 


§ 3. Preliminary considerations and further notation 


Let p* be the highest power of a prime p dividing n. The set of all such 


prime powers can be split into two classes: those for which p* + (a,, dg, . . ., Gm) 
and those for which p*|(a,, a, . . ., @_). Now we write 

(3.1) b, = Product of all p* for which p* + (a,, dg, . . ., Gm) 

(3.2) b,= Product of all p* for which p* | (a,, do, . . ., Gp) 


(b, = 1, in case there is no prime of the second kind) so that 


(3.3) n = 6,6, . 
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We further write: a for the least prime factor of »; yu for the least positive 
integer such that 


(3.4) Bory yt ye ns (ue 1, in case b,= 1) 
pub, 
(3.5) T for b% g (kp) g (b) 
where k, is the number introduced immediately after the proof of lemma J 
below: 1, 1,.....1,,... for a sequence of positive integers so chosen that 
1 2 t | I 
(3.6) Si Max ¢;; 2~'> nT for i> 1 
1: | m 
t 
(3.7) X; for niT-!; xy for z X;;3 
j l 
‘ 4 u 
(3.8) I (u, q) for » | for o> 3% 
A ] 


and A(x) and B(x) respectively for the polynomials in x: 


r y 
(3.9) A(x) IT (nx 1)| n | IT (nz 1)| 
\; 1 |; 1 
(3.10) B(x) IT (a, x | ay IT (a,x iI ' 
\, 1 l=1 j 


$4 
Lemma I. Under the conditions (2.4) and (2.5), there exist polynomials 
L(x) and M(x) with integer coefficients and a positive integer K such that 


A(x) L(x) + B(x) M(x)=K. 


Proof: We first observe that A(x) and B(x) are polynomially coprime: 
for, otherwise, either there should exist integers &, and 7, satisfying 


€ ’ 
4.1 0<&< y,0- c, and — . 
( ) 1 y,% 1 i* = a, 
or, there should exist integers &, and , satisfying 
a &, Ne 
4.2 0< &, r,0< nos z and S 
/ 
- . n a, 
y ‘ . ‘ a 
Now (4.1) implies that &, and ‘—| », and consequently 
(a,, n) (a,, n) ~  (@,, 2) 
. a : , - ne 
° &< y and-— 4, = ¢ which clearly contradicts (2.5). A similar 


(a,, n) 
argument shows that (4.2) contradicts (2.4). The lemma now follows by an 
application of the usual H.C.F. process to A(x) and B(z). 
We shall take k to be the least of such positive integers and write 


(4.3) k = kyke 
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where k, is the largest divisor of k prime to n. (This is the number k, referred 
to in (3.5).) 
Lemma II. Under the hypothesis of theorem I 


IT (a,x + ¢,)!|(na—r)! xk, 
i 1 

for all sufficiently large x satisfying 

(4.4) nx =r(mod k,). 


(Obviously (4.3) implies the solvability of (4.4).) 
Proof: Since by (1.4), (1.6), (3.9), and (3.10) we have 
\ 
ao 


(a;x + ¢;) nx y, 
and 


(na + y)! (nz—r 1)! A(x) 
it follows by a well known result (vide theorem I of [1]) that 
(4.5) IT (a,x + ¢;)! | (nx2—r—1)! x A(z) 
i=1 


for all x 
n 


Similarly, observing that 


and 


we have 


(4.6) IT (a,x + ¢,)!| (nx r 1)! « B(x) 
ius 
for all 
p + z+] 
(4.6a) x > Max - . = : , 


Now, (4.5), (4.6) and the lemma I imply that for all sufficiently large z, 


(4.7) IT (a;2 + ¢,)!|(na—r 1)! wk. 
ind 
Since 
(nz —r)! xk, = (nx—r—1)! xk,k, 


the lemma follows from (4.7). 
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Lemma III. For each prime p dividing », 


t 


(a) I(nz,— r, p) = I1(nX,—r, p) + J I(nX;, p), and 


(b) for each i, 1S tim, 


t 
I (a; x%,+ ¢;, p) I (a;X,+ ¢;, p) > 1(a;X;, p) . 


Proof: Let A,, 13 A, Mes. --3 Ap Mes -.- be the lowest and highest powers 
of the prime p that occurs in the expressions in the scale of p of 


nX,—r, nX_,...,nX;. 
Now, from (3.6) and (3.7) we have 
ps nX,—r< nk, miTi< gh! prl< prt — py} 
and for i > 1, 
pti s nX,= nil < qlit) cgi s pitis pttnTa pX 
and hence 
(4.8) fy < Ags, fori - 
Also, it is well known that 
(4.9) I(N, p) 
where S is the sum of the digits of N in the scale of p. Now, if s, S;, Ss, ..., S¢, 
are the sums of the digits of 
nx,—r,nX,—r,nXo,...,nX,y 


in the scale of p, we have by (4.8) 
(4.10) a= 8,+ Se+°°°+ 8. 


The first part of the lemma is clear from (3.7), (4.9), and (4.10). The proof of 
the second part is similar. 
Lemma IV. For each prime p dividing n, 
m 
I(nX,;, p) — S71 (a; X;, p) £ 
t=1 
Proof: For conveniance let us write «,; for «1; 7’. 
Case (1). Let p|0,. 
, a,X;. ' 
By (3.1) p*+a; for at least one ¢ and for that a,, om non-integral. 
D*j 


, oe 
Observing that : ;, is integral and that by (1.4), 


m , , 
\" a,X; nX; 


rar" p* pe 
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we have 


m a; x, 


(4.11) Ee -3| : 
t 1 atid 


pi 








Case (2). Let p | bg. 


a,X, 


By (3.2) p*\a,, for each + and hence 
' Pp” | a; ps 


is integral for each 4 and }j. 
ae : ; a,X, 
Let A;,,; be the principal remainder modulo p*@+”) of ——* . 
Vj 
We observe that: there is at least one i for which 


(4.12) A,,+0; 


3 


for, otherwise, would follow that 


g*t* | (G,, Ge, « . -» Bu) 
contrary to (3.2). 
Also 
(4.13) Aj; .. 


for, otherwise, would follow that 


a;X; n 


(4.14) (mod p*(1+#)) ; 


pr ; - 
, ; n _ ‘ 
also, since gm(p*@+”)| 7 and { = p) 1, we have by EvLer’s theorem 
Pp , 


(4.15) - x; = )” " 1 (mod p*@+")) , 
p%) p 
Now, from (4.14) and (4.15) would follow that 
= = (mod p* (+) 
which by (3.4) contradicts (1.3) and (1.4) taken together. 
Observing by (1.4) that 


m , , 

v a,X, nX; 
-, pure 1+) pyr eat 
t 


we have by (4.12), (4.13), and (4.15) that 
* nX, vad a,X,; 
(4.16) | anata | © | arate | = ] . 


Now, from (4.11) and (4.16) the lemma is clear. 

Proof of theorem I. By (3.7), (4.3), the definition of 7’, and EvLER’s theorem 
follows that n X;= 1 (mod k,) for all 7 and so again by (3.7), we have that for 
all t= r (mod k,) , 

nx,=t=r(mod k,). 


Therefore, by lemma II follows that for all 2, satisfying (4.6a), and t=r 
(mod k,), 
(4.17) IT (a, %,+ ¢,)! | (na,—r)! xk, . 

1 


1 
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Lemmas III and IV give that 
I(nxz,—r, p)— DY I (a, x,+ ¢;, p) 
(4.18) Tt - 
t l I(nX,—r, p)— D 1(a,X,+ ¢;, p). 


i 1 


Since the R.H.S. of (4.18) tends to © as t tends to ©, and by (4.3) k, 
consists only of primes in n, the theorem follows from (4.17) and (4.18). 
§$ 5. Further notation and a lemma 


Throughout the following, for any prime p, R;(x, p) denotes the principal 
remainder of « modulo p/ for 


(5.1) j>0, 
and A(x, p) denotes the highest power of p, in the expression of 
(5.2) x in the scale of p . 


We now prove a lemma as an ancilary to theorem II. 
Lemma: If (x) a prime pis < n+ 1, 


and 


nx [ n n 
63) bod fate. f) 
p xt 1 | py r,p 1 Pp 


(5.4) k r = 0 for allj > A(x, p) +1. 


Proof: Under the conditions of the lemma 


(5.5) p*(*, P) n> . 

and 

(5.6) 2 p*(*.”)+1> x + mn, (in virtue of (5.2)) . 
" x n 

Suppose ~ ye ai ? 


Then would follow that 


-— nx n n* n 
(9.4) A(x, p) +1 A(x, Pp) 
P . Pp P P 
by (5.5). 

Now, (5.6) implies (5.4) and (5.7) implies (5.3). Hence the lemma. Corollary: 
(5.3) and (5.4) obviously imply that 


=“ Nx r+n l n 
68) [aoe] — [Fprccw | = [] 
- i P 
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and 


x ’ l . 
(5.9) 4 | O for allj > A(x, p) +1. 


Proof of theorem II. (a) For x = 1 + 2/, a simple calculation would show that 
I(22 i. = I (2x, 2) I(x 1, 2) ] 


for all positive integral j. 
: (2z Ll)! a2 sates. 
Hence it follows that for such 2, T {yy must have a power of 2 in its 
rliiz 7 4 


denominator in its expression in lowest terms. Hence (a). 


. : — , log(n +- 1) 
(b) For any prime p dividing » +1 and x= p’ where j i 
A og p 
again a simple calculation would show that 
7 n n l 
I (nx, p) (n 1) I(a, p) I(x n 1, p) : l 
—_ Pp ) 
° » na , 
which proves that for such x and p, ~—-5 ; must have a power of p 
(zi)*~*(z n 1)! 


in its denominator in its expression in lowest terms. Hence (b). 
(c) If n = 2, the result follows from the facts 


(2a 1)! 
ri (a 1) 
is J + S, and (2 x l,z 1) ¥ 
Suppose 
(5.10) n Z 


By (5.1) and (5.2) we have for any prime p, 


I (na, p)—(n 1) I(x, p) I(ix+n 1, p) 


(5.11) Mx.p) nR,(x,p)| [R(x p)+n—1 bed nx] [x+n—1] 
pa p’ | | p’ A(z.) | p’ | | py 
It is not difficult to see that (5.11) is y | = = | 
1 
and so if 
(5.12) p>n 1, (5.11) i 
Suppose 
(5.13) psin—l. 


In virtue of (5.10), (5.13) and the cor. to the lemma, we have, for all x satis- 


fying (6), 
\" [=F] -[-S] y [=]. 
a(z.p)+1' P p’ jai 'P 
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Hence observing that 


a [rey [* (x, p)+n—1 | “ae [* 1 
j=1 p a =} pr 


we get (5.11) => 0 for all x statisfiyng (f). 
This together with (5.11) proves (c). 


- . we , ° log(n + 1 
(d) For any prime pdividing n + 1, and for x = 1 + p/ wherej > —* 


log p 

direct calculation of 

I (nx, p) (n 1) I(x, p) I(x + n, p) 
would show that it is 

2 y [5 ]) y "=| 
jor (Ps) soul 
and this is seen to be < — 1 in virtue of the hypothesis. 
(e) By hypothesis follows that 

(5.14) n>. 
By (5.1) and (5.2), we have for any prime p 

I (nx, p) — (n— 1) I(x, p) —I(x + n, p) 
(5.15) “Ss n Ri(z, a) [4s P) Ln x n = [2 ts 1 

) 1 P P j A(2,p)+1 P Pp 


It is easy to see that if either p > n + 1 or R,(x, p) > 1, then 


(5.16) (5.15) > 0. 
Suppose that 
(5.17) R,(z,p) Slandpsn+l. 
Case (1). Let R,(x, p) be zero. 
Then every R,(x, p) is either zero or > 1 and so, 
“a nR;(x, p) R(x, p) +n . —P n 
i, | p | | p fi 7 


und also in virtue of (5.14) and (5.17) and the lemma follows that for all x 


satisfying (/), 
= nx | x+n : | - 
rp)+1l P Pp’ j= f 


j= A(z,p) 


5.15) => 0, under the conditions of the lemma. 
(2). Let R, (x, p) = 1. Then R;(x, p) > 1 for every j. So 


2 (2s ») f [ Bs p) 4 "| GP J] [ 1 
j-1 p’ p’ “pag p’ p’ 


} 


wane 
Se 
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and this is 


5.18 $s] — [ee] 
(5 ) j= Pp Pp’ 


(See the proof of the lemma) for all x satisfying (/). 
Again in virtue of (5.14), (5.17) and the lemma, we get for all x satisfying (), 


(5.19) y eos ”) [Au P) f "| x "] 
j= A(2,p)+1 P P j= 1 P 
(5.18) and (5.19) prove that (5.15) 
(22 bal) 20 
fut af j=l Pr 

for all x satisfying (f) and a simple verification shows that this is non-negative 
if and only if n + 1 is not a prime and n + 3. 

Now (5.16), case (1) and case (2) together prove (e). 

We thank Prof. V. Ramaswam1 for his help in the preparation of this paper by way 


of suggestions and criticisms. Our thanks are also due to Prof. MorDELL, whose suggestions 
led to improved presentation. 
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Bemerkungen zur Inhaltslehre 
der ebenen hyperbolischen Geometrie 
Von 


Orr-Hervricu KELLER und GERHARD LIEBOLD in Halle 


M. Deun [2] hat die Inhaltslehre in der ebenen elliptischen Geometrie 
untersucht und dabei bewiesen, daB Dreiecke mit gleicher Winkelsumme 
einander ,,zerlegungsgleich* sind, d. h. sich in endlich viele kongruente Teil- 
dreiecke zerlegen lassen, die nur in verschiedener Weise aneinandergefiigt sind. 
Er hat damit die Inhaltslehre der elliptischen Geometrie ohne Riickgriff auf 
die Stetigkeit begriindet. Er hat angedeutet, daB man mit ahnlichen Methoden 
auch in der hyperbolischen Geometrie zum Ziele kommen miisse. A. FINZEL [3] 
hat dann die entsprechenden Uberlegungen in der absoluten Geometrie durch- 
gefiihrt. Sein Ansatz 1aBt nur die Betrachtung von Figuren mit lauter eigent- 
lichen Eckpunkten zu. Nun schienen uns in der hyperbolischen Geometrie 
aber auch und gerade die Dreiecke interessant zu sein, von denen einige Eck- 
punkte im Unendlichfernen liegen; ja sie erscheinen geradezu als Normal- 
formen geeignet, ahnlich wie die einfach und doppelt rechtwinkligen Dreiecke 
in der elliptischen Geometrie in der Arbeit von DEHN. Dies sei im folgenden 
durchgefiihrt. 


§ 1. Axiome und Definitionen 


Wir legen folgende A xiome zugrunde: 

1. Der K6rper, dem wir die auftretenden Zahlgré6Ben entnehmen, ist 
kommutativ und geordnet. 

2. Es gelten die Axiome der Verkniipfung, Anordnung, Kongruenz, wie 
sie etwa bei D. H1LBeErt [5] formuliert sind. 

3. Es gibt ein Dreieck, dessen Winkelsumme kleiner ist als zwei rechte. 
Bekanntlich trifft dies dann fiir jedes weitere zu. 

M. Dexun [1] hat bewiesen, daB man durch Einfiigung idealer Elemente 
die Ebene so abschlieBen kann, daB je zwei Geraden sich in einem Punkte 
schneiden. Nun verlangen wir als viertes Axiom 

4. Auf einer Geraden g gebe es einen idealen Punkt O, der bei allen Ver- 
schiebungen lings g fest bleibt. Ein solcher Punkt heiBe ein Fernpunkt. 

Daraus und aus der freien Beweglichkeit folgt, daB es auf jeder Geraden 
nach beiden Seiten hin einen Fernpunkt gibt; aus 3. folgt, daB diese beiden 
Punkte immer verschieden sind. Die Gesamtheit dieser Punkte erfiillt das 
fundamentale Gebilde. 

Uber Stetigkeit sei nichts vorausgesetzt. Aus dem Vollstandigkeitsaxiom 
wiirde 4. sofort folgen. 
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Nun definiert man in der bekannten Weise. 

1. Ein Dreieck heiBe asymptotisch, wenn ein oder mehrere Ecken Fern- 
punkte sind. 

2. Das InhaltsmaB eines Dreiecks sei die Differenz zwischen der Winkel- 
summe und zwei Rechten. Fryzex hat gezeigt, daB das InhaltsmaB einer aus 
Dreiecken zusammengesetzten Figur gleich der Summe der InhaltsmaBe der 
einzelnen Teile ist. 

3. Zwei Polygone P, P, heiBen zerlegungsgleich, P, = P,, wenn sie sich in 
paarweise kongruente Dreiecke zerlegen lassen, die sich nur durch ihre gegen- 
seitige Lagerung unterscheiden. 

4. Zwei Polygone P, und P, hei®en ergainzungsgleich, P,; = P,, wenn sie 
nach Hinzufiigung zerlegungsgleicher Polygone selbst zerlegungsgleich werden. 

Das Ziel unserer Uberlegung soll sein, daB Dreiecke mit gleichem Inhalts- 
maf stets erginzungsgleich sind (zerlegungsgieich sind sie im allgemeinen 
nicht). 


§ 2. Das Axiom 4 


Wir wollen uns zunachst davon iiberzeugen, dab das Axiom 4 von den 
iibrigen unabhangig ist. Dazu konstruieren wir die folgende Geometrie, in det 
es nicht gilt: Wir gehen aus von dem Koérper K(t) der Potenzreihen einer 
unbestimmten ¢ mit dem Korper X aller reellen Zahlen als Koeffizientenkérper 
(vgl. etwa HessENBERG-ScHWAN [4], S. 134). Nennen wir eine Potenzreihe 
positiv, wenn der erste nicht verschwindende Koeffizient positiv ist, so ist 
damit K (t) geordnet. In XK (t) 1a4Bt sich aus der Summe zweier Quadrate und 
aus 1 + @ stets die Wurzel ziehen, wenn in der Potenzreihe a nur positive 
Potenzen von ¢t wirklich vorkommen. Wir betrachten eine affine Ebene, in 
der die Koordinaten x, y der Punkte und die Koeffizienten der Geraden- 
gleichungen dem K6rper K(t) entnommen sind. Wir machen 2? + y?=¢t zum 
fundamentalen Kegelschnitt einer hyperbolischen Geometrie. Die Verschie- 
bungen auf der 2-Achse sind dann durch 


V2’ x at bs | l a*ty 


72 i? = 


az az 


gegeben, wo in a keine negative Potenz von t vorkommt. Die Drehungen um 
den Nullpunkt sind von der Form: 


a? L. 2 a? L. p2 


Die Gesamtheit aller V und aller D erzeugt die volle Bewegungsgruppe und 
ist fiir Punkte und Geraden transitiv. Alle Koeffizienten liegen in K (t). 

Wir haben also eine hyperbolische Geometrie aufgebaut, in der die Axiome 
1, 2, 3 gelten; Fernpunkte gibt es jedoch in unserer Geometrie nicht, da sich 
aus t die Wurzel nicht ziehen 1aBt. 
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Wir kénnen aber jede hyperbolische Geometrie durch Einfiihrung idealer 
Elemente so erweitern, daB sie eigentliche Fernpunkte besitzt. Dazu wahlen 
wir einen Punkt O und definieren von ihm aus nach Drexn [1] Pseudoparallele, 
Pseudogleichheit und fiihren ein Pseudokoordinatensystem mit O als Ursprung 
ein. Die hyperbolischen Verschiebungen lings der x-Achse stellen sich dann als 
projektive Transformationen in den Pseudokoordinaten dar. Da nach DEHN 
die Strecken auf Geraden durch O bei Verschiebung von O weg pseudokleiner 
werden, sind diese Projektivitaéten hyperbolisch. Die Bestimmung ihrer Fix- 
punkte fiihrt auf quadratische Gleichungen mit positiver Diskriminante d. 
Wir adjungieren /d und kénnen |/d in die Reihe schon vorhandener Zahlen 
einordnen. Dann hat die Projektivitaét zwei Fixpunkte; in der hyperbolischen 
Ebene erweisen sie sich als Fernpunkte. 


§ 3. Durchfiihrung 


Wir wollen zunachst aus den Axiomen einige Folgerungen ziehen. 

1. Jedes einfach-asymptotische Dreieck OA, A 
ptotischen zerlegungsgleich (Fig. 1). 

Wir halbieren A, A, in C und verbinden O mit C. Der andere Fernpunkt von 
OC sei O,. Dann sind AOA, A, und AOA,O, zerlegungsgleich. Denn AO,C A, 


ist einem doppel-asym- 


9 


Fig. 1 Fig. 2 
geht aus AOC A, durch Drehung um C hervor und ist mit ihm kongruent. 
Durch Addition zu AOC A, folgt dann die Behauptung. 

2. Es sei OA B ein einfach-asymptotisches Dreieck, C die Mitte von A B. 
Verschiebt man nun A und B um verschiedene Stiicke durch Verschiebungen 
langs OC, so entstehen immer wieder Dreiecke, die dem gegebenen zerlegungs- 
gleich sind (Fig. 2). 

Zum Beweis fallen wir von A und B die Lote AD und BE auf OC. Es ist 
AACD = ABCE, denn diese beiden Dreiecke gehen durch eine Drehung um 
C um zwei Rechte auseinander hervor. Durch geeignete Addition und Subtrak- 
tion dieser Dreiecke sieht man, daB AOA B= AOAD + AOBE. Damit ist 
das urspriingliche Dreieck in zwei voneinander unabhangige Stiicke zu beiden 
Seiten von OC zerlegt, die nach Belieben in verschiedener Weise lings OC 
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verschoben werden kénnen. Nachher kann man dann die oben angegebene 
Konstruktion wieder riickgingig machen und die beiden Stiicke zu einem 
einzigen Dreieck wieder zusammensetzen. 

3. Es sei ABC ein endliches Dreieck, O derjenige Fernpunkt auf A B, 
der durch A von B getrennt wird, M und N die Mitten von AC und BC. Die 
Gerade ON schneidet nach dem Axiom von Pasch die Strecke AC in einem 
Punkt P. Wir wollen uns tiberzeugen, daB P zwischen M und A liegt (Fig. 3). 

Die Lote AR und BQ von A und B auf MN sind gleich lang, wie Frv- 
ZEL [3] durch Vergleich mit dem Lot von C auf MN und Betrachtung kon- 
gruenter Dreiecke gezeigt hat. Also geht AB bei der Spiegelung um das 





Mittellot von RQ in sich tiber; A B und MN haben ein gemeinsames Lot und 
schneiden sich nicht. Angenommen nun, MN schnitte die Strecke A P. Dann 
muBte MN nach dem Axiom von Pasch auch OA oder OP schneiden, was 
beides nicht méglich ist. 

4. Satz: Jedes endliche Dreieck A BC ist einem einfach asymptotischen 

Dreieck erginzungsgleich (Fig. 4). 
O sei wieder derjenige Fernpunkt von A B, der von B durch A getrennt ist. 
Es ist AA BC = AOBC— AOAC. M und N seien wieder die Mitten von AC 
und BC. Es seien O, und O, die anderen Fernpunkte von OM und ON. Nach 
2. ist dann 40 BC = AOCO,,. 

Nun verschieben wir A durch eine Verschiebung durch O M in einen PunktA, 
auf ON. Dies ist méglich, weil nach Punkt 4. A und ON auf derselben Seite 
von OM liegen. Den Punkt A, finden wir in folgender Weise: Die Verbindungs- 
linie AO, schneide O NO, in D. Nach dem Axiom von Pasch, angewandt auf das 
Dreieck A MO,, ist D ein eigentlicher Punkt. Wir fallen von D das Lot auf 
OMO,; es schneide OA B in einem eigentlichen oder uneigentlichen Punkte £. 
Die Verbindungslinie 0, 2 schneidet O NO, in dem gesuchten Punkt A,. Denn 
bei der Spiegelung an EZ D geht O MO, in sich, OD in O, D, OF in O, E und daher 
A in A, iiber. Deshalb ist A, ein eigentlicher Punkt. Weiter haben A und A, 
den gleichen senkrechten Abstand von OMO,. Es gibt also eine Verschiebung 
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langs OMO,, die A in A, tiberfiihrt. Jetzt ist 
10 BC = AOco, 
10AC = AOCA, 


a Isc ) 


1A BC = ACO,A,. 


Wir k6énnen also jedes endliche Dreieck in ein einfach-asymptotisches 
erganzungsgleiches und jedes solche in ein zweifach-asymptotisches zerlegungs- 
gleiches verwandeln. Zwei zweifach asymptotische Dreiecke mit gleichen 
Winkeln in ihrem eigentlichen Punkt sind kongruent, zwei solche mit verschie- 
denen Winkeln haben verschiedenes Inhaltsma8B. Daraus folgt, daB Dreiecke 
der hyperbolischen Geometrie mit demselben Inhaltsma8 einander erganzungs- 
gleich sind. 
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On Some Theorems of Hardy, Littkewood and Titchmarsh 
By 


P. L. Butzer in Aachen 


$ 1. Introduction 


A number of years ago E. C. Trrcumarss [14], G. H. Harpy and J. E. 
LitTLEwoop [11], p. 599—601], [12, p.619] proved several results on Lip- 
schitz classes in the L,,-metric. We shall state the results for periodic functions. 

Theorem (Trtcumarsn): Let f ¢ L,(— 2, 2), p = 1. If 


m l/p 
! J \f(a + h) — f(x) raz| o(h) (h +0) 
then { (a) is almost everywhere equal to a constant. 

For a proof, one may consult [18, I. p. 45] or [1, p. 164]. 

Theorem (Harpy and LirTLEwoop): a) Let f € L,(— 2,2). A necessary 
and sufficient condition for a periodic function f to satisfy 


f \f(a + h) — f(x)| da = O(h) (h +0), 

is that f should coincide almost everywhere with a function of bounded variation. 

b) Let f €L,(— 2,2), p> 1. A necessary and sufficient condition for f to 
satisfy 


nm l/p 
Lf W(x + b)— f(a) rae| O(h) (h> 0), 


is that { should be equivalent to the integral of a function in L,(— a, 2). 

For the proofs, one may also consult [18, I. p. 180]. The preceeding 
theorems, which have been stated for periodic functions, also hold for functions 
defined over any finite interval (a, b) if one sets {(x) = 0, say, outside (a, 5) 
(see [15, p. 372)). 

It is the aim of this note to generalize the above theorems to functions / 
defined over the infinite interval (—co,co) with f € L,(—~,), 1 Pp = 2. 
The methods of proof will be based upon the Fourier transform method 
developed by the author in [4], [5], [6] and [7]. This method is very different 
to the initial methods used by Harpy, LirrLEwoop and TiTcHMARsH in the 
case of functions defined over a finite interval. The present method also 
enables one to generalize the results to higher central and forward differences. 
Thus, the results of this note reveal the strength and wide applicability of the 
Fourier transform method. 

18* 
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In the succeeding proofs, the following result due to H. CRaM&R [9] is of 
importance. 

Theorem (CRAMER): Let h(v) be a continuous function of the real variable v, 
integrable over every finite interval. A necessary and sufficient condition such that 
h(v) admits a representation as a Fourier-Stieltjes transform 


h(v) = (/y2a) f e-***dg(zx) (—co < v<oo), 


in notation h(v) = § S[g(x)] = g(v), where g is of bounded variation in (— oo , 00), 


is that 
R 


(1/y2z) f(a py eee h(v) dv O(1), 
R L 
for all0< R<oco. 
Here 
i 


f\i\z, la V2~) f \f(x)|? cae 


| 


In § 4, an extension of the latter theorem to L,-functions will also be 
needed. For this one may consult [6, Lemma 2.3]. 
§ 2. The Theorem of Titchmarsh 


We are concerned here with theorems of the Titchmarsh-type. 
Theorem 2.1: Let f € L,(—oce,0), 1S ps 2. If 


(2.1) f(a + 2h) + f(a — 2h) — 2f (zx) ” o(h?) (h +0), 


then f is equal to the null-function in (—oo, oo). 
Proof: We consider first the case p = 1, and denote the Fourier transform 


of f by 
(2.2) FH =F fe) = (p22) f f(x) e-teede. 
Since § [f(a + 2h)] = e2*°* f(v), we have 


GUf(a + 2h) + f(a — 2h) — 2f(x)] = [e®*”*+ e-24ea_ 2] f(v) 


[2 cos 2vh — 2] f(v). 


Thus 
|2(cos 2vh—1) f(v)| < (1 V2) f |f(w+ 2h) + f(x—2h)—2}(2)| dz, 
and according to (2.1) it follows that 


, Ll .« 7 os. 
lim ony 2(cos 2vh— 1) f(v)=0. 


Hence (— 1) v*/(v) = 0 for all v and the uniqueness theorem for Fourier 
transforms gives the desired conclusion. 
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In the case f € L,(—,00), 1< p < 2, we have to recall several known 
facts. We put 
/,,(v) (1/22) [ Ha) e-t2 da eh l 
7@ ee “ , Pp q ° 


Then, as + 00, },,(v) converges in L, to a function /(v), the Fourier transform 
of f(x), satisfying the inequality (see [16, p. 96]): 


(2.3) Wllzg S Wfllz, - 
We now employ these results. Noting again that 
Ff (a + Vh)] = e#e* f(v) (see [16, p.90 Theorem 64]) , 


we proceed as in the previous case and then use (2.3) to deduce that 
| ¥ , )i* 
\( V2x) f \(2 cos 2vh—2) f(v) _ 


x0 


fe y2z) f \f(a + 2h) + f(a — 2h)—2f(zx)|? as| 


co 


l/p 


According to (2.1) it then follows that 


, l f 
beer Sh (2 cos 2vh — 2) f(v)||z,=9, 


and by Farou’s lemma we obtain that ||(— 1) v*/(v)||z,=0, and thus 
v?{(v) = 0 for almost all v giving in view of the uniqueness theorem, that / (x) 
is the null function. 

Theorem 2.2: Let f € L,(—c,), 1 <= ps 2. If 


(2.4) l|f(a + h) —f(x)||, o(h) (h +0), 


then f is equal to the null-function in (—oo, 0c). 
Proof: As the proof is rather similar to the proceeding one we just sketch 
those points that are different. Here 
& [f(x + h) — f(x)] = (e***— 1) f(r) 
and (2.4) gives 
lim (1/h) [(e#?*— 1) f(v)] = 0. 
h—+>0 


Thus ivf(v) = 0 for all v, which again proves the result in case p = 1. In case 
1< p < 2, we have according to (2.3) and (2.4) 

lim (1/h) ||(e#**— 1) f(v)||z, = 0, 

h—>0 
giving, by Farou’s lemma, iv/(v) = 0 for almost all v. This completes the 
proof. 

We may mention that one can give a proof of the original version of the 

Titchmarsh theorem, i.e. for periodic functions, if one uses the Fourier 
coefficients as the transform in the proof above. 
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§ 3. The Theorem of Hardy and Littlewood: case p = 1 
We first establish the theorem for the central differences of order 2. 
Theorem 3.1: Let f € L,(—co,~). The following statements are equivalent: 
l. f(x + 2h) + f(x — 2h) — 2f(x)||,, = OCA?) (h > 0); 
2. there is a function g of bounded variation on (— 0c, 0c) so that g(v) 
(— 1) v?f(v), all v). 
Proof: 1. > 2.: We consider the partial integrals 
(3.1) S,(x) = (1/22) f (2 cos 2vh 2) f(v) ete dv (0 < w <.o) 
which can be written as 


S,,(x) = (1/y22) f ef? dv(l/y2a) f [f(w+ 2h) + f(u—2h)—2f(u)]e-*™ du 


uw 
and an interchange of the order of integration gives 


x 


(3.2) 8S,,(x) = (1/2) atic + 2h) + f(u— 2h) — 2f(u)] 


sin w (2 u) 
du. 
uw 


The Fres&ér means of the S,,(x) are 
3 
Op(x) = (1/R) f S,,(x) dw 
(3.3) “re 
(ljy2x) | (1 Ma (2 cos 2vh — 2) f(v) ef? dv. 

R 
If we apply (3.2) and interchange the order of integration, these means may 
be written as 

2sin? R(x u)/2 


(3.4) oOp(x) = (1/2) / [f(u + 2h) + f(u— 2h) — 2f(u)] Riz —w)? du. 


According to known results and the hypothesis 1., it follows that 
(3.5) On (X)|\z,< ||f(w + 2h) + f(e— 2h) — 2f(x)||,,= OF"), 
yielding by (3.3) 


R 
(3.6) | (1/2) f (1-21) (2 cos 20h — 2) f(v) ede O(h?) , 
R L, 
where the large-O term is independent of R and h. 
On the other hand, there exists a constant M > 0 such that 
|(1/(2A)*) (2 cos 2vh — 2)| <= Mv*, (\h hy; |vo| s R), 
and thus 


(i—-3) aa [2 cos 2vh — 2] f(v) ef” * < 2M v2 |f(v) 


1) In a paper to appear, J. L. B. Cooper has shown that the statement 2. is equivalent 
to: 3. there is a function g of bounded variation on (—oo, oo) such that for almost all x 
oo oo 


f(x) {[ dy f dg(u). 


x y 
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for |h| = ho, |v| S R every R > 0. The right hand side of the latter inequality 
being integrable over every finite interval |v R, Lesescue’s dominated 
convergence theorem gives 


R 
, 3 v l ’ 
lim [ (1g) qepp [2 c08 2h — 2] flv) ef-# dv 
R 
R 
f0I—B)Cveloerede, 
R 
By Fatou’s lemma, we then obtain 
. RK 
i ; v 9 4 , 
/ (1/22) | (1 Rp) | 1) we f(v) et’? duidax 
a R 
: RK 
. l i r v P 
lim oar | (/V2z) | (1—-}-) [2 cos 2vh — 2) f(v) et* dv dx 
‘o R 
which is finite according to (3.6). Thus 
R 
(3.7) ¢ V2) f( rn) | 1) v2 f(v) ete dv O(1), 
R L, 


the large-O being independent of R. We finally apply the Cramér Theorem 
to the continuous function h(v) = (— 1) v? {(v) and deduce that (— 1) v? }(v) 
g(v), all v. 


2. => 1.: According to integral transform tables (e. g. [10, p. 20]) one may 
write 
2[cos2vh 1] —— me ee ‘ 
Sohy pvh) = (yan) f eteredy(a), 
where 
. 2a(x—1), (|2|< 1) 
y (x) { a(u)du, a(x) {| , 
“Ot | 0 (jz| >1) 
y being of bounded variation on (—oo,0o). 
| Since g (v) v? f(v), all v, we obtain 
9 y 


=. [2 cos 2vh — 1] (— 1) f(v) 


(2h)? [cos 2vh — 1] g (v) 


(3.8) (2hv)? 
gj (v) p(2vh), all v. 


Applying a theorem on the product of two Fourier-Stieltjes transforms 
(compare D. V. WippER [17], p. 251—255) it follows that 
9 (v) p(2vh) = Parl) 


where 


x 


Pon() = (1//2 2) Je f° d Pon(X), Poa(X) = (1/2 2) | g(x u) dy | ak ), 


oc 














264 P. L. Burzer: 


and 
[Var @oq(x)]®. (I /y2 x) [Var g(x)]®.. [Var y | = } ‘ ss 


Since g is of bounded variation on (—oo, 0c) the first term of the product on 
the right hand side is bounded by M,, say. Since y is also of bounded variation 
on (—ococ,co), the second term of the product is bounded by M,, say. This M, 
is independent of h, for if 2 ranges through (— co, co), so does 2/2h. Thus 


[Var %,(x)]=. S (//27)M,M,=M, 


M being independent of h. It follows that 


(1/(2h)?) F [f(a+ 2h) + f(a—2Zh) — 2f(x)] = (—1) qoalve)=(—1) F Sl Gealz)] . 


The uniqueness theorem then gives 


Ti: | [f(u + 2h) + f(wu— 2h) — 2f(u)jdu 


x0 


4 2h ( x) 


and so 

[Var @o,(x)]~~ = (2h)-* V2 am ||f(a + 2h) + f(x — 2h) —2f(z)|\ Iz, M, 
establishing the theorem. 

The method of proof is a prototype of those that are to follow and thus has 
been carried out in detail. The method is essentially related to that of BuTzER 
[6, Theorems 4.1 and 5.1]. It may be remarked that a method of proof in 
ButTzER and KO6nie [8] could also be used. But the latter method is restricted 
to L,-functions and so will not give the results in § 4 below. For the forward 
differences of order 1 we have: 

Theorem 3.2: Let f € L,(—0,00). The subsequent statements are equivalent: 

1. f(x + h) — f(2)||,, = O(A) (h > 0) ; 

2. there is a function g of bounded variation on (—co,co) such that g (v) 

ivf(v), all v. 

Proof. The proof being rather similar to the above, we just indicate the 
main steps. 

1. > 2.: We here start off with the partial integrals 


S,.(z) = (1/y2a) f (e*?*—1) f(v) ef dv, 


and the Fejér means 
k 
Gp(x) = (1/y2) | (1—-p) (e*?*— 1) fe) ef dv, 
—R 


obtaining 


IOr(x)||z, \|f (a t h) -f(x)||z, O(h) . 


n 
n 


[, 
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Following the method of the above proof, we get to the stage that 


i} R 
(1y2z) | (1— 2) ivf(v) ete dv) = O(1), 
R L, 
the large-O being independent of R. Applying the Cramér Theorem, 2. 
follows. 
2. => 1.: It is obvious that we may write 


- 
pivh 


‘a - 
oh p(vh) = (1//2 2) | e~ tvhe dw(z) 
where 
4 22,—l<2<0 
(x) [y(ujdu, via \)2° 
~~ i" ) y (a) 10, otherwise , 
y being of bounded variation in (—oo,co) and p(—co)= 0, p(~) = 22. 
It follows that 
(eivh ae (eivh ie “ a 
h /(v) ivh g (v) g (v) p(vh) ’ 
and proceeding as in the above proof and introducing the function (2), 
we have 
[Var o,(x)]".. = A“! V2 a ||f(x + h) —f(z)||,, SM, 


where M is independent of h. The proof is complete. 


§ 4. The case 1 < p < 2 


This section is devoted to extensions of the previous results to L,-functions. 
Theorem 4.1: Let f € L,(—o,0), 1< p <= 2. The following three statements 
are equivalent: 


3 [f(a + 2h) + f(x — 2h) — 2f(x)||z, = O(A*) (h > 0) ; 


2. there is a function g € L,(—oo,00) such that for almost all v 
(9) w 
(4.1) v?f(v) = lim (1 V2a) fg(z)e-***dz ; 


3. f, f’ are absolutely continuous and f" € L,(—°,°%). 

Proof: 1. > 2.: We again consider the partial integrals S,,(x) of (3.1). To 
interchange the order of integration we apply PARSEVAL’s formula [16, p. 70 
for p = 2, p. 105 for 1 < p< 2]. Indeed, the transform of 

i(v) ef *2(\v] < w) , O(|r w) , 
is 

2 sinw(z + u) 
| 1 r+u 


L(u) = (1//2 2) | efv@ eivudy 
Thus by ParsEVAL’s formula, one obtains the relation (3.2) for S,,(z). Then one 
applies PaARSEVAL’s formula to the Fejér means op(x) given by (3.3) to obtain 
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(3.4). Here one needs the fact that the transform of 


(1 yet (jv - R) 
0 (lv R) 


m(v) 


2 sin? R(x + u)/2 
m(u) 


Bi R(x + u)? 


It follows that the inequality (3.5) holds in the L,-metric giving the relation 
(3.6) in the L,-metric. Then one continues just as in the proof of Theorem 3.1, 
applying the lemma of Fatou for L,-spaces to deduce (3.7) in the L,-metric. 
An application of the L,-version of the Cramér theorem yields the represen- 
tation (4.1). 

2. => 1. Proceeding as in the second half of the proof of Theorem 3.1, one 
obtains for (3.8) the relation 


» - S ‘ ° ? 
(appx [eos 2vh — 1] f(v) = p(2hv) g (v) | a(5,)entmdu. 


Since a(x) € L,(—,0c) and g(x) L,( o0,00), we may apply a theorem on 
the product of two Fourier transforms ({16], Theorem 65 p. 90 in case p = 2 


and Theorem 77, p. 106 for 1< p< 2) to deduce that the above product 
equals ¢,,(v) = & [qe,(x)], where 


l 5 / u 
P2pn(X) 2h )2a | g(x u) a(5)) de ; 

and also that 

(4.2) P2h\\ Lp g(x) L, (1 Zh) |\x(a/2h) — 
Since 

zx l P u 
Visn)—on | *(ax)au, 
0 


(1/22) [Var y | - ) r (1/2h) ||a(x/2h)||,, . 
According to (4.2), one has 
(4.3) Per\\z, = (1/2 2)|| g(x)||,, [Var p(x/2h)]@.. M,M,=M, 


since g € L,(—~,0c) and as y is of bounded variation on (—,0c). Again 
M, and thus M is independent of h. But 


Dee 2 ; ~ 
ane 8 Uz 2h) + f(x— 2h) — 2f(z)] (apy? (Cos 2vh 1) 7(v) =F [peal(2)], 


so, according to the uniqueness theorem for L,-transforms, it follows that 


] . ‘ 
(hy? [f(a + 2h) + f(x — 2h) — 2f(x)] = qe,(x) 


for almost all 2. In view of (4.2), 1. follows. 





Cr eae = 
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That the statement 2. is equivalent to 3. follows from known results, 
compare [2, p. 124, 128—129, 215]. This proves Theorem 4.1. 

Theorem 4.2: Let f € L,(—co,0), l< p 2. The following three statements 
are equivalent: 


1. f(x + h) — f(x)|\,, = O(A) (h +0) ; 


2. there is a function g € L,(—°oo, 0) such that ivf(v) = g(v), almost all v; 

3. f ts absolutely continuous and f’ € L,(—oe, 0). 

The proof of the equivalence of 1. and 2. readily follows by modifying the 
proof of Theorem 4.1 in the spirit of the proof of Theorem 3.2. The equivalence 
of 2. and 3. is again known (see [2], as above). 

It may be remarked that it is easy to show directly that 3. implies 1. Indeed, 
according to the generalized Minkowski inequality (see [18], I. p. 19) one 
has for p> 1 


om (r+h Pp 
f(x + h)—f(x)||7, f I"; f' (u) av dx 


> Ie 
P 


x- h { x |’ Pp " > 
| i if’ (u)|\? du dx h? |\f'(x)||7, . 
¢ \-« : 

It is of interest to mention that the above theorem may also be proven by 
an entirely different method, namely by the semi-group methods of [3]. One 
just needs to apply Theorem 2.1 [3] to the semi-group of translations on the 
Lebesgue space L,(—0o,0co), 1< p<oo: 

T (h) [f(x)] = f(x + h), h=0 
with norm ||/||;,, and infinitesimal operator A given by A = d/dx having as 
domain D(d/dx) the class of absolutely continuous functions f(x) such that 


f' (x) belongs to L 
case 2 < p< oe, whereas the proofs of this note hold only for 1 = p S 2. 


p(—oe, ce) [13, p. 535]. Note that this also gives a proof in 


§ 5. Generalizations to Higher Differences 
It is the purpose here to generalize some oi the preceeding results to higher 
central differences. It may be pointed out that these results probably also hold 
for higher forward differences. The central difference of order s of the function 
f(x), 43,f(x), corresponding to the increment h > 0, is defined inductively by 


13,f(2) = f(x + h)—f(x—h), Ad, f(x) = Ab, [Adz f(2)], 


13,f(2) = Y (—1) (“) flax + (s— 29) A). 


} 0 


With this notation we prove: 


Theorem 5.1: Let f € L,(—~,~),s= 1, 2,... be fixed. 
a) If 
Asaf (x)||1, = o(h') (h > 0), 


then f is equal to the null-function in (—oco, 00). 
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b) The following statements are equivalent: 


:: Vat (x)||z,= O(A*) (h > 0) ; 


2. there is a function g of bounded variation on (—co,co) so that for all v 


J (v) = (— 1)! v*f(v) .2) 
Proof: We consider first the case for even s, i.e. s = 21 (l © Seep 


The statements of the Theorem for s = 2 are identical to those of Theorems 2.1 
and 3.1. We have 


— 
— 
~. & 

~ 
~~, 

& 
bo 


& (43, /(2)] 21 — 23) h)] 


21 ’ 
( 1) (", ) e2#ere )f(v). 


By a repeated application of L’Hospital’s rule, one may show that 
~ 21 | 

lim Zz ( 1)’ ( je 2ivhj ( 1)! y2! 

h 


By ALL 
0 (2h) j=0 } 


elivhl 
for all v, if one makes use of the identity 
1-1 21 
2S (— 1) (¢— 7)?" (", ) = (20! 
j 0 
Then the proof of part a) follows by an obvious modification of that of Theorem 
2.1; the proof of the first statement of part b) is a generalization of that of the 
corresponding result in Theorem 3.1. Regarding the proof of the second half 
of part b), one has to represent (2h)-?'¢| = f(x)] as a Fourier-Stieltjes 
integral of a function of bounded variation over (—oo,co), which is also 
possible. Then the proof follows in a fashion similar to that of the second half 
of Theorem 3.1. 


In the case s is odd, i. e. s = 21 + 1(1= 1, 2,3, ...), then 
denial a = t. 21+1 
& (45, Ma)= Ll (Fife + (20 + 1—24)A)) 
j=0 ; 
2i 1 9 l ‘ 
by ( 1s (7" ’ I) eivnq@isi 2) f(v). 


j=0 Y 
Again by L’Hospital’s rule it follows that 
, el(2l+Divk 21 +1 : 21 j l ae } ; 
a (2h)2!+2 ( 1) ( Je me ow fier, 
h>o 


for all v. Here one uses the identity 


The proof may then be completed as above. 


*) Here [2] denotes the greatest integer not exceeding x. 
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second order with variable coefficients. 


(0, 7’), such that 
» 


l 
T» 


(1) 


M independent of 7’. 


x 


e—O0 4 
(2) 7 
0 
implies 
r 
7 20 ‘i 
0 


This theorem is a partial converse of 


A Tauberian Theorem 


F. J. BUREAU in Liége (Belgium) 


B. Evaluation of /,, ,(it) by contour integrals 


I. Introduction 


Denote by n and p, positive integers such that 0 


| f(t)|dt< M forall T 
This paper is concerned with the following Tauberian theorem: 
Theorem I. Jf f(é) => 0 for all t > 0 and (1) holds, then 


lim a | f(t) t-2" sin?" et dt 
ge <2 ‘ 


Ap f t-*"-1+? sin2"¢ dt 
, , ry 
(3) im 7 | f(t) dt 


Theorem II. Jf (1) holds, then (3) implies (2). 


. 270 


. 271 


oO” 


. 275 
. 278 
. 283 
. 283 
. 285 
. 291 


1. This research had its origin in an investigation of the asymptotic re- 
presentation of the spectral function of self-adjoint elliptic operators of the 


2n and by f(t), 
t € (0, co), a function integrable in the sense of Lebesgue over any finite interval 








A Tauberian Theorem 


When n = p = 1, theorem II is due to Bocuner and Harpy; when n > 1, 
it may be deduced from a more general theorem, namely 

Theorem II’. Let f(t) be a function defined as above and satisfying (1), and 
p > 0, not necessarily an integer. If K(x) is differentiable in (0, 00) and such that 

i. t?-1K (t) is Lebesgue integrable in [0, 00), 

ii. t?K’(t) is Lebesgue integrable over any finite interval, 

iii. |¢?? K (t) N, 1 t < co, N a constant. 

Then, (3) implies 


(4) lim ¢?~} [ t(£) Kwat Ap [ t?-1K(t)dt. 
e—0 € . 
0 0 


This theorem gives theorem II if K (t) = t-2" sin?"t. 

When » = p= 1, theorem I is due to N. WIENER who noted that in this 
case, condition (1) is a consequence of (2). Hence, the Tauberian condition is: 
f(t) => 0 for allt > 0. 

Further, observe that there is no restriction in supposing /(t) = 0 for t < 1. 


Indeed. one has 
1 
. l ms 
lim = | f(t)dt=0, 
T = « L 
o 

1 
. ] f 9 - 9 
lim -—— / f(t) t-*" sin?" et dt = 0, 

rT hee 
0 
for f(t) and t-2” sin?” et are positive and bounded. 

2. In this paper our main object is to deduce theorem I from the general 
Tauberian theorem of N. WIENER. It will be shown that theorem I is equivalent 
to the following: 

Theorem Ill. The function 

R 


“sn, p 


(it) _ ( 1)*O%,,(n hyp -i—it 
h=0 
t real, vanishes at most for t = 0. 

Theorem III will be proved for n= 2, p+ 3; n= 3, p= 2, 3, 4, 5, 6; 
n= 4, p= 3, 4, 5, 6, 7. Our proof uses the fact that the quotient lg2: 1g3 is 
irrational. For n = 5, the question is still open. In particular, it is conjectured 
that R,,,,,+, (it), t real, n => 5, vanishes at most for t = 0. 


wn . . » 
Il. The Mellin transform of u~? sin°"u 
1. In this chapter, we are concerned with the integral 
oo 
In, (8) = { u*-? sin?" udu 
0 

where n = 1 and p = 2 are integers such that p < 2n; s is a complex variable. 
The integral I,,,(s) exists if —2n + p—1<Rs< p—1. It may be 
evaluated by employing the generalized Zeta-function [(s,a) and a formula 











979 F. J. BuREaAv: 


of A. Hurwitz. The integral J, , (it), ¢ real, may also be evaluated by using 


contour integrals and the theory of Caucuy. 
2. For future use, several lemmas are given. 


Lemma 1. 
n l 


(2i)2" sin?” u ( 1)"C3 Dy ( -1)*C% ez m A)u 
h=0 
(1) “we 
> ft 1)*c2 e-2i(n—h)u 
h—0 ¥ 
n—1 
(2) (—1)"C$, + 2 Y (—1)*C},,cos2(n —h)u. 
h 0 


Proof: Set y = e*” and find 


(27 sinu)?” ly 
2n 
 (1yoh, yon 


h=0 
l 


‘a n 


( 1)"C3,, x bs ( 1)*C%, y2@-, 
h 


0 h=n 1 
2n 


In 3» , replace h by 2n — h; (1) follows. 


h=n+1 
Lemma 2. I} k > 0 is an integer, 
ri n—} 
(2%)2" i aa sin?” u Dy ( 1)*C%,(m h)* e2i(n—h)u 
h=0 
(3) per 
> ( 1)*+*OR (mn h)* ¢ 2i(n—A)u_ 
h 0 


Proof: Differentiate (1), k times with respect to w. 
Lemma 3. 


n—1 
(4) (—1)"C$,+ 2 S (—1)*C}, =0. 
h=0 
When p > 1 is odd and 2n > p—1, 
n—1 
(5) XY (—1)'Ch,(n—hyp= 0. 
h 0 


Proof: For (4) and (5), use (1) and (3) with wu = 0. 
Lemma 4. Jf m+ 0 and n > 0 are integers, 
a nm 
fcos2mvdv=0, f/ sin2Qmvdv=0, 
0 0 


x | 0 when n—h—m=+0, 


f cos2(n— h)v cos2mvdv =}, 

9 | — when m=n—h, 
ma 

{ cos2(n— h)vsin2mvdv=0, 

0 


k=0,1,...,.n—l;m=1,2,... 





y 
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mite 
Proof: Use 
2cos2(n — h)v cos2mv = cos2(n — h + m)v + cos2(n—h—m)v, 
2cos2(n — h)v sin2mv = sin2(m + n—h)v + sin2(m—n + h)v. 


Lemma 5. 


" 
/ sin®*vcos2mvdv=0, if m n, 
0 

r 

} sin*"*vsin2mvdv=0, if mal. 
0 


Proof: Use lemmas 1 (form. 2) and 4. 
Lemma 6. Jf p > 0 is an integer, 


_ 2 ; 4 
sin -5 (p — it) e 2 (—1)?t+1e2 


imp 


Proof: Write p = q (mod 4), (q¢ 0, 1, 2, 3), and note that e 2 i”, 


3. The function [(s; a). 
Define 
, . l l l 
(6) C (8; @) 
a (a 1) (a n) 

Ns > 0, Ra > O, arg(a + n) = 0 when a is real. 
Consequently, 

(7) C(s;a) = a~*+ C(s;a + 1),Rs>0,Ra>O. 


Denote by € a contour of the Hankel type starting at co on the real axis, 
encircling the origin in the positive direction and returning to the starting point; 


we suppose that € does not contain the points + 2izh, (h A, Bee o che EL 
when |arg(—z) a, one has 
; r(il—s) f{ (—1)*-'e- 
s 4} ; rd 
(3) C (8; @) din / i , dz, 
€ 
Na>0, Rs =] 26> ¢. 


This expression of ¢(s; a), as a contour integral shows that [(s; a) is a 
meromorphic function in the s-plane with only a simple pole at s l with 
residue l. 


Besides, if Rs < 0, 0< a 1, one has the formula of Hurwitz 


- 2r(i —s) : l ~ cos22am 
f(s; a) sin ~ en) > 


(22)'-* | , i 


m 


l ~ sin227am | 
cos | = sx} : 
- od --? 
m= 1 
each of the series being absolutely convergent. 
Math. Ann. 142 19 
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4. To evaluate J, ,(s), suppose —2n—1< Ns— p- l or —2n 
+ p—1<XRs< p—1 and write 


(k 1)x 
I,..()= 2 | us? sin?™u du 
k=0 
kn 
Because 
(i 1)z n 
on oi -? . 
| u*—? sin?"u du = 2°! | {k } sin?"v dv. 
e IT 
kn 0 
one has 
‘ 
\7 Y 5 p is . 
I..9(4) = x*-? 2 | (k } sin?" v dv 
k 0 nm F 
0 ‘ 
- 
Ry? ‘ y \s—p 
(10) x» | sin2™y S' (ki ~)" "dv 
k 0 é 
0 
. 
 aillies [ Cip—s; - )sin?"v dv. 
J m4 
0 
From (1) and (2), it follows that J,, ,(s) is an analytic function of s. 
5. Now in (10), suppose Rs > p and use Hurwitz’s formula; one has 
+ a 
ra p 8) l * l 
, . , Pe Genet Org oe 
la ott) a2-» sin 5) Up 8) ~ mi-pts | sin?"v cos2mv di 
0 I 
“ 
l \" l = : 
cos > 2(p— 8) : | sin?"v sin2mv dv 
s — m tidings 
“ 1 
0 (] 
Using lemma 5, one deduces 
hi 
Dp-—s . ” tg 
2 . ._ 2(p—s) l = 
* p(8) = ra p + 8) sin - Py = erry | sin?"v cos2mv dv 
; m=1 
0 
and be 
Dp-—s 1 > . 
92\9 o . . ap 8) re 
(2s)?* J, (8) - I'(1— p + 8) sin > 
‘ 
n n—1 1 . | 
’ | ’ 
> Zz, ¢ 1)*C8,, oo | cos2(n h)v cos2mv dv}. 
m Lh 0 - 
0 
ha 
From lemma 4, it follows 
2 s\20 Ip—s J . a(p—s) “ ., vh 
(11) = (24)?"J,, (8) = 2?-*J"(1 — p+ 8) sin = Sy (—1)"Ch,, (n—h)P-1-8 
+ h=0 


which gives the value of J,,, ,(s) in the s-plane. 





(1 


bo 
-I 
or 


A Tauberian Theorem 


To abbreviate, set 
" 1 
2) Rn, (8) = DS (—1)*Ch,, (mn — h)?-1-* 
h=0 
When s = tt, t real, one has [use lemma 6] 
— ° ra +at) . 2 : , 
(22)?"J;,, (at) _e sin = (p— it) Ry, , (it) 
(13) ri rae : 
p-eP + at —— ft t , 
iri P = . s (—1)?te2 [R,, (st). 


lif. The function &,, , (it) 
In this chapter, we are concerned with the nonvanishing of &,,, , (it) for 


0 when p is odd; see ch. IT, lemma 3, form. (5)]. 


l. 
all real ¢ [t 
We proceed to consider a number of cases, namely 
n=1, p=2;n=2, p= 2,4;n=3, p= 2, 3, 4, 5,6; 2 = 4, p = 3, 4, 5, 6, 7. 
2.n=1, p= 2. Then &,,,(tt) = 1 and does not vanish for —oo < t < ov, 
n= 2, p= 2, 4. Then 
Dp—l1—it 4. 


R,, (tt) = 2 


The solutions of the equation 


_ 


92 
2ika ‘ 
2 , , & an integer. 

3, R,,,,(¢t) does not vanish for any real value of ¢. 


are Zz ~ 
ul ig? 


Therefore, when p 
In addition, R3 ,, (0) + 0. 
3. Before considering other values of n and p, two lemmas are given. 
Lemma i. The equations 
(1) cos (t lg 2) 1, cos(tlg3) l 
have no real roots in common, except t = 0. 
Indeed, from (1), one has 
tlg2=2hx, tlg3=2kz, h, k integers; 
+ 0 satisfying both 


because lg2 : lg3 is not a rational number, there is no real ¢ 


relations (1). 


Lemma ii. T'he equations 
cos (t lg 2) 1, cos(tlg3) l 
[resp. cos(tlg2)= 1, cos(tlg3) 1] 
have no real roots in common. 
4. n= 3, p= 2, 3, 4, 5, 6. One has 
i—ét4 15 


Rs, » (tt) g°-?~ 6... 6.2? 
3[3P-2-« 


2e-tts 5]. 
19* 
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Suppose there exists ft, real such that R,, , (it,) = 0, i.e., 


t 
or 


then 
(2) 3”—? cos (t)lg3) = 2” cos(t,lg2) —5, 
3”? sin(t)lg3) = 2? sin(t,lg2) 
and 
32?—-4— 227+ 25 — 10.2” cos(t,lg2) 
or 


10.2” cos (tslg2) = 22” + 25 — 3??-4. 
This relation gives 
when p = 4, cos(t,lg2) 
61 
16’ 
and hence, R,, ,(ét) and R,, ,(it) are different from zero for any real f. 
When p = 2, 3 or 5, one has cos(t,lg2) = 1. 


when p = 6, cos(t,lg2) 


0*so~ 


0*s<~ 
With this value of cos(t,lg2), it follows from (2) that 
when p = 2, cos(t,lg3) l, 


when p = 3 or 5, cos(t)lg3) = 1. 
Therefore, R;,, (tt), Rs, (it) and R, (it) are different from zero for any 
real t+ 0. 
For t = 0, one has 
2, Rs, o(0) + 0, 
when p = 3, Rs,,(0) = 0, R 5 (0) + 0, 
when p= 5, R3,,(0) = 0, R35 ;(0) + 0. 
5. n= 4, p = 3, 4, 5, 6, 7. One has 


when p 


R,, > (tt) = 227-2-26t_ g.3p-1-s 4 98 Op-1-it_ 5G 
8 [2?” 5-—2it SP 1 it 7.2? 2 it 7). 


Suppose there exists ¢) real such that R,, , (ity) = 0, ice.. 


SP 1—it, 92p 5-—2it, 7.2? 2—it, 7: 
then 
(3) 3”—! cos (tglg3) = 2?”-5 cos(2t,lg2) + 7.2” cos (t,lg2) — 7, 
3”—? sin (t,lg3) = 2?”-5 sin(2t,lg2) + 7.2”-2 sin (t,lg2) 
and 
14.2?” cos(2tylg2) — 14.2”-2[22”-5— 7] cos(tylg2) 
(4) 


[247-104 49,.22-4. 49 g2p-2] 


This relation gives cos(t,lg2) for each value of p; then, (3) determines 
cos (ty lg 3). 











te 
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We give only the results. 
p=3; cos(2t,lg2) + 5 cos(tlg2)—6=0, 
2 cos? (tglg2) + 5 cos(t,lg2) — 7 = 0; 
cos(t,lg2)= 1, cos(2t,lg2)= 1, 
cos(t,lg3) = 1. 
p=4; 2cos(2t,lg2) — cos(t,lg2)—3=0, 
4 cos? (t,lg2) — cos(t,lg2) —5 = 0; 


cos (t, lg 2) 1, cos(2t)g2)=1, 
cos (ty lg 3) -1. 

p=5; 4cos(2t,lg2) — 25 cos(t,lg2) + 21=0, 
8 cos* (t,lg 2) — 25 cos(t,lg2) + 17 = 0 


£ 
Sond 0 
cos(t,lg2)= 1, cos(2tlg2)=1, 
)=1. 


p=6; 32 cos(2t,lg2) — 4.121 cos(t,lg2) + 3.179 = 0, 
64 cos? (t,lg2) — 4.121 cos(t)lg2) + 505 = 0, 


o“o° 


cos (t,lg3 


whose roots are greater than 1. 
One may also use the relation 


~ 


RQ 
bo 


sin4da = 1— 8sin?a + 8sinta, a ~ | 


to 
+ 


and find 
32.8sin'a + 8.89sin?a + 85 = 0 

which is impossible for a real. 
p=7; 16cos(2t,lg2) — 505cos(t,lg2) + 3.163 = 0, 

32 cos? (t,lg 2) — 505cos(t,lg2) + 473 = 0; 

cos (t,lg2 1, cos(2é)lg2)=1, 

cos (t,lg3) = 1. 
Therefore, &,,,(it), (p = 3, 4, 5, 6, 7), does not vanish for —oo < t< 0, 
(except for t = 0 when p is odd). 

6. Let us write 


F ( 1 =y a 
R(s) ~, 6 —1)'*C3,, oe ~ | —1)"-*C3;5* =: 

Obviously, 

R(1 — p— it) =R,, , (tt) 
and 

R (8) = (—1)"-* C37" H (8) 
where 
9 (s) ae (ie BE ee 
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Suppose k is fixed; when n tends to infinity, 
(n &E+1)... (2 1) 
(n + 2)...2n 
tends to 1 and $(s) may be considered as an approximate representation of 


m l l 
(1 — 2!-*) f(s) = 1 eee + (—])*-! 


2s n' 


IV. Application of Wiener’s Tauberian theorem 


1. The following definitions are used. 
i. A function f(t) belongs to the class L if it is Lebesgue integrable in 
(—oo, oo). 
ii. A function f(t) belongs to the class B if it is bounded in (—ox, ov). 
iii. A function /(t) belongs to the class W if it belongs to L and if its Fourier 
transform does not vanish in (—oo, ov). 
iv. A function belongs to the class M if it is continuous in (—oe, oo) and if 
Zz u.b. f(t) 9° . 
n o  OnStcnt+l 
A function f(t) which belongs to the classes A and B, for example, is said 
to belong to the class A B. 
We are concerned with Wiener’s Tauberian theorem: 
Theorem WM. Suppose 
i. K,(xz) € WM, K,(x) €M; 
ii. g(t) is of bounded variation in every finite interval and such that 
r+ 
[ |dg(t)|€ B, x€ (—-1,«); 


lim / K,(a—t)dg(t)=A / K,(é)dt, 


A a constant; 
then, 
lim /{ K,(x—t)dg(t)=A f[ K,(t)dt. 


2. In formula I, (2), set 


é e-*, ft e~-', 


‘ fle* ™ sine’)2”" 
(1) F(y)=<So> Ky (y) = “Seco 
one finds 
(2) lim {| K,(y—2)F(y)dy=Ap { K,(y)dy. 


On setting 


(3) g(y)= { Fly)dy, 
0 
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equation (2) becomes 
(4) lim f{ K,(y—2x)dg(y)=Ap [ K,(y)dy. 
In order to apply theorem WM, we must consider the related properties of 
g(y) and K,(y). 
3. The function g(y). Because {(t) = 0 when t < 1 and f(t) > 0 whent 2 1 
[see I, 1], it is clear that F(y) = 0 when y < 0 and F(y) > 0 when y 20. 
First, we show that 
e+ 1 
{ F(y) dy € B, x €(—o, 0). 


r 


Because F'(y) is positive or zero and K,(y) is always positive, one has 


lim /{ K,(a#—y)F(y)dy 

z—> = vols 
lim / K,(x—y)F(y)dy 
iia r 3 , 
lim min K,(t) {| Fly)dy. 
tc Osis! r 


Hence, 
x l 

im /{ F(y)dy<o. 

I >x r 
But, F(y) is integrable over any finite interval and vanishes for all negative 
values of y; therefore, there exists a constant M such that 

z+ l 

(5) J Flyjdy<M, 00< E< 00. 

From the definition of g(y) [cf. (3)] and from the properties of f(t) and F(y), 
it follows that g(y) is of bounded variation in every finite interval. Moreover, 
since F(y) = 0, it follows from (5) that 

«+ l 2+1 
(6) J \dg(y)| =9(x%+ I)—gla)=J Fly)dy 
oa x 
is bounded. 
In the same way, it may be proved that if 


lim /f e?-%F(y)dy=A, 
then (6) holds. . 
4. The kernel K,(y). It is clear that K,(y) given by (1) belongs to the 
classes L and M. Its Fourier transform is 


x x 


5 i (sin e”)?” sin?” u 
~ » t t 
FK,()= | ee dy= | w “ain, de 
—co 0 
, . sin?" u 
[set e¥ = u] and is the Mellin transform of = 


n+il—p* 
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Therefore, one has 


& Ky (t) = Len, on4+1-p(—*) 


i? = , -é sae ‘ 
op a U'(p— 2n—it) |e? (—1)?e 2 | Ren en+1- p(—t) 
where 
n—1 
Re» 2nt+1 p\ it) » | 1)*C$,,(m h)*" if ms 
h=0O 


To show that K,(y) belongs to the class W, we have to verify that § K, (t) 
does not vanish for —oco < t < ow. 


First, J"(p — 2n — it) + 0 because is an entire function of z. 


I'(z) 
- t . t 
Suppose p is odd. Then e2 e 2 has a simple zero at t = 0. However, 
because 
ra it) it(—it RD oat 2n it) I'(p 2n it), 
the product 
I'(p—2n it) j}e2 (—l)Pe 2 


is not zero at t = 0. 

Suppose p is even. Then R,,,.5,+4,;—,(0) = 0 (II, lemma 3); however, 
y K, (t) remains finite at t = 0. 

Hence, to show that K,(y) belongs to the class W, one has only to verify 
that Rs n,on+1—-,(—tt) does not vanish for —co < t < oo, (except t = 0 when p 
is even). This has been done in chapter III, in a number of cases, namely, 
n=l], 9p=I1;2 = 2, p= 1,3; 2 =3, p= 1, 2,3, 4,5;2 = 4, p = 2, 3, 4, 5, 6. 

5. The kernel K,(x). We want to apply theorem WM with the kernel 


. K fe>* if co< y< 0, 
( a(t : 
t Win tf Oc <n. 
However'), because K,(y) is discontinuous and thus does not belong to M, 
one has to consider instead of K,(y), a family of kernels K,(2x; a) defined for 
a> 0 by 
x a 
, if a 
K, (x; a) - | K,(u) du 


0 when rviaedza, 
l 


(l—e?*) when 0 zr+a<a, 
E Pp 


(e?*@—1) when 2 a 0. 
a Pp 
We note for future reference that 
ere l . . l os 
(8) K, (2x) K,(x; a) K,(x +a). 


ap 1 


1) Cf. N. Wrener [5, c], p. 143. 
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Clearly, the function K,(x; a) belongs to M. Its Fourier transform is 


x r a 30 a 
' : : :; : ~ 
itz , »—ttz 4 . 
= ix dz | K,(u) du - | € dx | K, (a u)du 
a r x 0 
a x 
: | du | e~'t2 K,(x+u)dzx 
; 2 
0 ‘x 
a u“ 
| du | e~ ftz ep(zt+u) dx 
a 
0 x 
a “ 
| er“du | e~ O~-v*edz 
a 
7) =? 
a 
l P eitu l eita l 
/ —du = —, 
a. p—tt a it(p tt) 
0 
2ka 


Because e''*— ] vanishes only for t , k an integer, there exists no single 


value of ¢ for which the Fourier transform of every function K,(x; a) vanishes 
for every a. Therefore by theorem WM 


lim | K,(x—y)dg(y) =A 


is equivalent to 


20 


lim /f K,(z—y;a)dg(y)=Ap / K,(y;a)dy 
“? | dy J K,(u) du 
” 7] 
(9) | ; 

4i P j a 

a J dy | K,(y + u) du 
— oC 0 

A P , ; - K j A Pp a { 
[aw | Kyydy=“P =, 
6 m. - 


for alla > 0. 


Now, we show that the validity of (9) for every a > 0 implies 


lim f K,(x—y)dg(y)=A. 


t— co —-o& 


To this end, we use (8). Because g(y) is a monotone increasing function, 
one has 


x0 oo 
ere— ] 


| Kx(z— 3a) dg(y) 2—— | Ke(x—y) dol) 
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and 


lim [ K,(x— y; a) dg(y) = lim | K,(x— y) dg(y); 


x x 


since the first limit exists and is equal to A, one finds 


(10) som. lim | K,(x — y) dg(y) - 
ap ae Os P 


In the same manner, one has 





Pia ee 
| K2(x— y; a) dg(y) ap | Kele—y + a) dg(y), 
lim | K,(x— y; a)dg(y) ~~ lim | K,(x— y + a) dg(y). 
henge ap e—> & y 
or, replacing x by x + a, 
lim | K,(x— y; a) dg(y) fo? a K,(ax— y) dg(y); 
sm oe Sea 
finally, 
(11) Pe ee Bt 


lim / K,(x—y)dg(y). 


a P 
Hence, from (10) and (11), 


eK) fim [ Ky(x—y)dg(y) SAS *—"™ lim [| Ky(x—y) gly). 
bier ap rae 


x 


ap 


ee eee ere] e-* 
These relations hold for a > 0; when a is arbitrarily small, ; and : 
: tf P tf Pp 


are as near as we wish to 1. Therefore, 


lim | K,(a— y) dg(y) 
exists and is equal to A. 
6. On using the values of K,(y) and g(y) [see (7) and (3) respectively], 


one has 


f Ky(x—y) dg(y) = f e%-%F(y) dy 
e~P* f fer) evdy. 


—x 
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Therefore, on setting t e”, T eo, and because 
rs 


lim / K,(x—y)dg(y)=A, 
one finds 
» 
. l 7 
mm rs | f(t)dt=A. 


Thus, theorem | is proved. 


Vv. Appendix 


In this appendix, a proof of theorem II’ and the evaluation of J,,, , (it) by 
contour integrals are given. 


A. Proof of theorem II’ 
If f(t) and K (t) satisfy the conditions of theorem II’, 


’ 
(1) Tim - | f(t)dt=A 
0 
implies 
F ; , A ey r ; ; 
(2) lian - f{—) K(t) at val | 1K (t)dt. 


Proof. There is no restriction in supposing A = 0. Indeed, in (1) and (2), 
replace {(t) by /*(t) = f{(t) — pAt®-'; then 


1 
hoy * | f*(t)dt=0, 
lim e+ [ p*(£) K(Q dt=0 


and the theorem is valid with A = 0. Hence, suppose A = 0. 
To evaluate the integral on the left hand side of (2), write 


x B x 
~ —— a - 
(3) J ef(-)K(ijdt= [+ | =14+4, 
0 0 B 
where B = 1 and evaluate J, and J,. 
a) To evaluate J,, set 


g(x) = f \f(t)| dt 


0 


so that g(x2) << M x? for all x > 0 [see I, (1)]. 
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If C > B, one finds 
a 

[ f(t) 

F (2? 
B 


Further, 


=) 


B 


Consequently, 


(4) 


b) To evaluate J,, set 


one finds 
t 


é 


ge(t) =e” | fly) dy 
0 
Further, on setting 7’ 


Je(t) 
1? 


Now suppose ¢ = a > 0, a fixed, and let 6 
A = 0, there exists ¢, such that for every e¢ satisfying 0< eS 


one has 


(5) 


dt 


bi cna / Me) 
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g.(t) = e?-* | #( ¥ )dy; 


e” | )’ (| ’ | fly) dy 


t 
, one has 
‘ 
tle T 
e? i 


pe | t(y)dy= ps | fy)dy. 


0 0 


Ge(t)| _ 
5 <6. 


o 
r dg(t) 
kx: 
B 
“ 
g(t) © " g(t) 
27> |p “~ >| {2p +1 it 
B 
a 
g(C) P ° M 3M 
oe. 2p | ry ; dt Be 
B 
t 
t” K (t)| dt 
a t dt N * fly) 
N | f{-) (2? e2P 1 | y2P dy 
B Ble ; 
N 3 Me” 3MN 
2p-1 Be er -1 Br 
3MN 
Js] SB 
t 


Mt. 


Eo, and ¢ 


- 0 be arbitrarily given. Because 
- a, 





al 
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Write 
B 
J,= [{ K(t)dg,(t) 

(6) 1 h 

g.(B) K(B)— f g,(t) K’(t) dt 
and observe that 
- : ' 9e(B) " _ MN 
(7) \g.(B) K(B)| = |" - B K(B) < =. 


To evaluate the integral on the right hand side of (6), split the interval 


(0, B) into (0, a) and (a, B). Then, 


" rp ” gelt rs 
| g_(t) K’(t) dt | a -t” K'(t) dt 
a 
(8) <M /[{ t*|K'(t)| dt = o(a), 
0 
B B 
; , F Je t a 
| g.(t) K’ (t) dt | ae t” K’ (t) dt 
(9) < max |%( | , / ? K'(t)\dt=E. 
t2a = 
6 
y . , , , 4MN 
Now, with 6 > 0 arbitrarily given, choose B such that Re n [see 


(7)], then a > 0 such that o(a) < 7 [see (8)] and finally e, such that Z 
[see (9) and (5)]. 
Then, 


t > 
gP-l [i(xwae =36, 0<esg& 
0 
and theorem II’ is proved. 


B. Evaluation of I,,, (it) by contour integrals 
1. Write 


oo 
n, ptt) = f uft-? sin?*u du 
0 


(1) I 


2 
IV 
oe 
bo 
IV 
ss 
VV 
bo 


(4), 
+ 
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Suppose 2n 
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: p> 2. On integrating by parts p 


2 times, one has 


1. .(ét uit—p+l ela Te l , ; ,_¢., ud 

3in- . it— p+ in2 
n, p(bé) i—ett sin®" u/> u—pit |; u qd, sin" udu 

0 
] i Re iz 
/ utt—pt+l sin?" u du 
it Pp l du 
0 
( 1)? s : “ a2 . 
i j 2 . 2n 
(it p+ lj(it Pp 2) | u daa sin""u du 
0 
(—1)*-2 2 d»-2 
it—2 nen 
(it Pp l)...(it 2) | u dus » Sin udu. 
0 
Setting 
x 
P qp-2 
2 it—2 sin2n 
(2) i / u qavaz Sin?” u du, (e>Q0). 
one finds 
D . (—1)?-2 , 
(3) I,,, (st) = — , lim J, . 
(%¢—p+l)...(s¢—2) ._, 


To evaluate J 


(2i)2"—» + 


- use IT, (3) with k = p 


2; then 


n—1 
27, x ( 1)*C2 (nm h)p-2 
h=0 é 
” l 
Ps (—1)*+? 202,,(n h)P 
h=0 


In the integrals on the right hand side. set x (1 


(6) 


Hence, the evaluation of J,, 


(7) 


t real and c > 0. 


. 
{ wtt-2 


é 


ezi(n hyudy 


git lp2i(n h)eé [ (1 p)it 2,3 
0 
x 


{ yit—2p—2i(n hyudy 


é 

x 
gtt—le—2i(n hye f (1 v)it 26 
0 


H(+0c)=f (I 


2. We begin by evaluating 


(8) 


t real, c> 0. 


H (c) fa v)*?—2etcrdy 


9 


f uit e2i(n hjudy 


2 / uit 2 2Zi(n hyudu. 


v)e: one has 


2Zi(n ~h)tvdy 


» (tt) follows from the evaluation of 





v 
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In the half plane Sv = 0, consider the contour 0 A BO, where A B is an 
are of |v} = R, Rv = 0. 


Because c > 0, it follows from Jordan’s lemma that 


B 
lim f (1 pjit—Peicrdy — 0), 
Ri 0 A 
- vo 
Indeed, setting v = Re*®, 0 < 0 =, one finds 
9 9 9 9 ’ 
l v\* l R? + 2R? cos6 R?, 
R sin@ ] > rn TS 
arg (1 v) = arctg i RB wed a, Say, 
Fig. 1 
By 4 
0 < arg(l v)<s 
e-'@ e-ta 
‘ t ) ylg l+v¥e ta 
adi: St ied l+o ~~ Re 


which tends to zero when R > ov. 
Hence, it follows from Cauchy’s integral formula 
A B 


lim | lim /. 
Aco 0 Bc 0 


On OB, set v = iy, 0 < y< oo. Writing 


(9) H¥(c) = { (1 + ty)tt-"e-* dy 


0 
p = 0 an integer, one has 
(10) H (c) = i HZ (e) 


where 


lim (1 + ty) 


Wv—> CO - 


In (9), integrate by parts and obtain 


* a l c ' 
H3(c) i(it 1) * i(it 1) Hj (c) 
H} (c) ~ H§(c) 
then 
H (c) = iH (c) 
(11) , P 


* a—t  e—- an ty Ho (¢) - 
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Moreover, 


oo 
Hj (c) = f (L+ ty)tte-*vdy (setcy = 2) 
0 
] , 
chia / (c+ txjite-“*dax 
0 
l - itfie i iarctg 
(12) — | « pian hes 
0 
l : i— lg(c* + 2*)—taretg——z 
citi | ¢ = dx 
0 
l . , 
ti D*(e) (say) 
x 1 4 
where 0 < arctg : <>, because c > 0. 


When t is fixed and c tends to zero, the last integral $+(c) tends to 


hence, 
(13) lim H*(c) =e o'r it). 
c—>0 
3. We now proceed to evaluate 
(14) H (—c) a p)tt—-2e-icody 


t real, c> 0. 
We use the method of the last paragraph, the path of integration being 
in the lower half plane. One finds 





a lm {=0, 
Sp Ro AB 
A B 
~_4 & lm f= lim f. 
A= 0 B->oo 0 
On OB, set v = —iy, 0 < y< ~. 
Writing 
(15) H5(c) = [ (l—iy)**-?e-evdy 
Fig. 2 0 


p =} 0 an integer, one has 


(16) H (—c) = —iHs(c) 
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where 
lim arg(1— iy) =— =. 
y- ox - 
Integration by parts gives 
Hs —_ Hz(c) 
a (¢) = i(it — 1) ay it(it—1) i(¢), 
l c 
Hz (c)=—+ +H), 
H (—c) = —i Hz (c) 
(17) l ° e ; 
"a — Teh Hj (ec). 


Moreover, 


Hy (c) = f (l—iy)tte-*%dy (setcy = z) 
0 
Te | oo. 
citi / (c—izx)tte-*dax 
6 
l 7 it}lg\c—iz!—iarctg z 
78) citi Je | — dx 
0 
l /[ i : Ig (c? + 2*) 4 tarctg~ —2 
~1+it ary + dx 
c 
0 
] Ss 
<a 9-(c) (say) 


. x nm 
where 0 S arctg ae because c > 0. 


When ¢ is fixed and ¢ tends to zero, this last integral tends to 


oo co 
"404 a By f 
ig t+ St—-z r , 
| e€ L dx=e2 | atte-*dzx 
0 0 
na 
6 


hence 


(19) lim H-(c) = e 
e+0 


Math. Ann. 142 20 
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4. Now, we aot the evaluation of J,,, , (it). One has 


(2%)2"- P+2el— ct] = -= (—1) rok (n — h)?- 2e2i(n—h)*H [(2(n — h)e] 


n 


+S (Ai +?-20h,(n— byte 2-H [2 (n— he] 
h=0 
n—1 
= »' (— 1)*C8,,( n — h)?—2e2#(@—A)e x 
h=0 
(20) ss 1 - = —h)e M 4(n oe ee ; ) ri 
x | a—1 * t—}) t(it — 1) Hy [(2(n h)e}) 
n—1 
1 > OIE ego x 
h=0 
1 ] = 2(n — h)e , 4(n—h)*e* |, .. | 
al Deer i(it — 1) t(it — 1) H [2(n — h)e]; . 
Because 
n—1 
BY (—1)*C3,,(n — h)?-%e2#™—Me \ 
h=0 
n—1 
r Py (—1)*+?-2C4 , (n — h)?-2e- 24 h)« 
h=0 
. » @-*sin®" a a . 
, (26)89-2 +2 —_ O(e2"-+2) = O(e%), 
n—1 
a (—1)*C3,,(n — h)?-te2#™—* n 
h=0 a—1 
\ a (—1)*+9-2C2"(n — h)P-1e-2i(n—a)y« 
h=0 


P—2ein2tn 
d?~* sin?" u O(e2n-? +1) 
du?-* use j 


it follows that, when e > 0, (2%)?"-?+2J, has the same limit as 


4eit+1 n—1 


(2i)2n-9+1 Ole), 


- —. tay (n — h)?e2* -™)* HF [(2(n — h)e] 
t(it—1) , 
ie +1 n—1 ‘ 
+ Gea 2, CUP Oba (m — Ayre *6- Hg [2(m — Aye] 
gi-it n—1 ; 
— Fay 2 (KI Oha(m — hyP¥ Het H+ [2 (nm — de] 
h=0 


gi-it n—1 


t Seay 2, (HUF Oban — hyper Be H- [2(n— he] 


0 
When ¢ — 0, according to (13) and (19), the right side of the equality tends to 


Qi-it ‘ : -=¢ n—1 . 
a t(it — 1) i eto * , 2n(n — h)?-1-* 
gi-it x 
(20) + F#—1) r(-4 ithe? x h+POh (mn —h)?-1-# 
ant ; ~ S é 
_9-« FO +i | 7. oe ee 


where &,,, , (8) is given by (12), chap. II. 
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Finally, with (3) and (20), one finds 
(—1)9-12'-“T'(1 + st) 
(2%)?-9(t¢ — p+ 1)... (it 


he 2T (1 P J it) . 3! ( 1)P+1 =" 


(24)?"TJ,,, , (tt) ie l. 2 + ( p+te2'| R,,. , (it) 


Pl+it—sz 
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Convexity of Chebyshev Sets 
By 


Vicror KLEe* in Seattle and Copenhagen 


$ 0. Introduction 


A famous theorem of CHEBYSHEV asserts that if C is the space of all con- 
tinuous real functions on [0,1] and P,, is the subspace of C consisting of all 
polynomials of degree <= n, then each member of C admits a unique best uni- 
form approximation by a member of P,,. Accordingly, a subset X of a metric 
space M will be called a Chebyshev set provided each point of M admits a 
unique nearest point in X. We are concerned here with the relationship 
between Chebyshev sets and convex sets in a Banach space. The topic has 
been thoroughly explored in the finite-dimensional case, but the infinite- 
dimensional situation is more delicate. A good list of references appears in [4]. 

It is easy to see that if a Banach space £ is rotund (= strictly convex) and 
reflexive, then every closed convex subset of E is a Chebyshev set. That this 
property characterizes the rotund reflexive spaces can be deduced from 
JAMES’s characterization of reflexivity [6]. On the other hand, by reasoning 
initiated by Morzk1n [12] and extended by JEssEN [7], BUSEMANN [1], and 
others (see the bibliography of [4]), a Banach space £ of finite dimension 3 
is smooth if and only if every Chebyshev set in E is convex. There remains the 
problem of characterizing the infinite-dimensional Banach spaces in which 
every Chebyshev set is convex. Despite contributions by F. A. Ficken 
(unpublished, communicated to the author in 1951), the author [9], and 
Ermov and STEcHKIN [3, 4], the problem is far from solution. Indeed, it is 
conceivable, on the one hand, that no such space exists and, on the other hand, 
that every smooth Banach space has the property. 

FICKEN’s method, which applies only in inner-product spaces, is discussed 
in § 1 below. By inversion in spheres, it establishes a close connection between 
the problem of nearest points ‘‘Must a Chebyshev set be convex ?”’ and 
a related problem involving farthest points. The author’s result [9] asserted 
that in a smooth reflexive Banach space, a Chebyshev set must be convex if 
the associated metric projection (carrying each point of the space onto that point 
of the set which is nearest to it) is both continous and weakly continous. 
Since the argument was garbled in [9], we include in § 2 below a careful proof 
of a slightly stronger theorem. Among the results of [9], [3], and [4], none 
includes another; however, each of them (as well as FickEN’s theorem) implies 
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that in Hilbert space, every compact Chebyshev set is convex, while failing 
to cover even the case of a weakly compact Chebyshev set. Of these results, 
the most satisfactory is that of Ermov and Srecukr in [4], asserting that 
in a Banach space which is smooth and uniformly rotund (= uniformly 
convex), every boundedly compact Chebyshev set is convex. After some 
preliminary material in § 3 below, we establish in § 4 the principal result of the 
present paper: in a Banach space which is uniformly smooth and uniformly 
rotund, every weakly closed Chebyshev set is convex. Thus in such a space, a set 
is closed and convex if and only if it is a weakly closed Chebyshev set. This is 
the first infinite-dimensional characterization of closed convex sets in terms 
of the Chebyshev property. (However, even in Hilbert space it remains unknown 
whether a Chebyshev set must be convex, or, equivalently, whether it must 
be weakly closed.) The reasoning of § 4 is an adaptation of JessEn’s proof [7] 
to allow for the fact that cells in the space need not be compact; with the aid 
of a technique introduced in [10], the role of compactness is played by com- 
pleteness in conjunction with a sort of Lipschitzian condition. 

Explanation may be required for two aspects of notation and terminology. 
Set-theoretic union and difference are indicated by and ~, the symbols 


and being reserved for algebraic operations. A sphere in a normed linear 
space is a set of the form {z:||2—c r} and the corresponding cell is the set 
{x:||a—ce r}. The unit sphere and unit cell are those for which c = 0 and 


r= 1, where 0 denotes the neutral element of the space. We suggest [2] as 
a general reference for terminology and basic results employed here without 
specific reference. 


§ 1. Ficken’s method 


In 1951, Professor FicKEN showed the author a proof that in Hilbert space, 
every compact Chebyshev set is convex. The present section consists of that 
proof together with some remarks due to the author. We are indebted to Pro- 
fessor FICKEN for permission to discuss his method here. 

If E is a normed linear space, c € ZH, r > 0, and 2’is the sphere {x € E:||~—c 

r}, then the inversion of E in & is the transformation of E ~ {c} onto itself 
which carries a point y € E ~ {c} onto the point ¢ + (r*/||y—cel|*) (y—e). For 
the sake of completeness, we include a proof of the following well-known fact: 

1.1 Proposition. Suppose E is an inner-product space, X a sphere in E, & the 
inversion of E in 2’, and S a sphere in E not containing the center of X. Then the 
set ES is also such a sphere. 


Proof. We assume without loss of generality that for some e > 0, 2 is the 
sphere with center 0 and radius /e. Then with x’ = §2z, we have x=e2'/(zx’, x’). 
The following statements are easily proved to be equivalent: (i) S is a sphere 
in E ~ {0}; (ii) for some p € Z and some real r with 0 + r? + (p, p), S={x:(x—p, 


, 1 
x—p) = 1*}; (iii) for some v€E and some real a with 0+a< 4 (v, v), 
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S = {x: (a, x) + (v, x) + a= 0}. Thus for appropriate a and v, the following 
statements are equivalent: 


r' €éS 

res; 
e*(z’, x’ e(v, 2 

=) a 0 
(2’, 2’)* if’, 2) 
(z’, 2’) + (a ev, 2’) + ae? = 0 
And clearly 
é g* ] 
0 + a—¢? a —(v, v) (a-! ev, a—! ev) 


so €S is a sphere in E ~ {0} and the proof is complete. 

In order to give FICKEN’s result in a sharpened form, we introduce the 
following notion which will appear also in § 4: in a metric space M, a set X is 
Chebyshevian at a point z € M provided z ¢ X and a unique nearest point in X 
is admitted by each point y € M for which o(y, z) < o(y, X) (= inf,- y o(y,2x)). 
Clearly X is a Chebyshev set in M if and only if it is Chebyshevian at each 
point of M ~ X. 

1.2 Theorem. Suppose E is an inner-product space, X% is a class of subsets 
of E, Y is a class of convex subsets of E, and X% and Q are related as follows: 

whenever X €X%, x €(conv X) ~ X, and € is the inversion of E in a sphere 
centered at x, then conv EX €9%; 

whenever Y €%, y ts an inner point of a line segment in Y, and » is the 
inversion of E in a sphere centered at y, then n(Y ~ {y}) €&. 

Then the following two statements are equivalent: 

1° if X €X and X is Chebyshevian at a point y, then y ¢ conv X; 

2° if Y € Yand each point of E admits a unique farthest point in Y, then Y 
consists of a single point. 

Proof. Suppose first that 1° holds, Y €%, and each point of EZ admits a 
unique farthest point in Y. Suppose Y includes more than one point, whence, 
being convex, it contains a nondegenerate line segment o. Let y be an inner 
point of o and let 7 denote the inversion of # in a sphere centered at y. By 
hypothesis, »(Y ~ {y}) € &, and it is evident that 


y € conv (y(o ~ {y})) Ceonv 4(Y ~ {y}), 


whence from 1° it follows that the set 7(Y ~ {y}) is not Chebyshevian at the 
point y. Thus there is in E a cell C with spherical boundary S such that 


y €intC CE ~ n(¥ ~ {y}), 


C is at zero distance from the set 4(Y ~ {y}), and the sphere S either misses 
this set or includes at least two points of it. With the aid of 1.1 we see that the 
set 7S is a sphere in E which encloses the set 4 (Y ~ {y}) = Y ~ {y}, is at 
zero distance from it, and includes either no points or at least two points of it. 
But then the center of 7S does not have a unique farthest point in the set Y, 
and the contradiction shows that 1° implies 2 








Convexity of Chebyshev sets 295 


Now suppose 2° holds, X € X, and X is Chebyshevian at a point x € conv X. 
Let & denote the inversion of Z in a sphere centered at x. By hypothesis, 
conv €X €9%, and since x € (conv X) ~ X we see that X contains more than 
one point. From 2° there follows the existence of a point p € Z such that if S 
is the boundary of the smallest cell which is centered at p and contains the set 
conv X, then S includes either no points or at least two points of conv X, 
hence either no points or at least two points of the set X itself. But then the 
set €S must be a sphere enclosing x whose center admits no unique nearest 
point in X, and the contradiction shows that 2° implies 1°, completing the 
proof of Theorem 1.2. 

In [7], JESSEN characterized the convex bodies B in E" which are such that 
each point of £" ~ B admits a unique farthest point in B. Convexity of 
Chebyshev sets in E" may be deduced from 1.2 and the following easily proved 
fact, stated at the end of [13] by Morzkry, Straus, and VALENTINE: if a 
subset Y of £” is such that each point of £" admits a unique farthest point 
in Y, then Y must consist of a single point. Their result may be extended 
as follow: 

1.3 Proposition. 7f Y is a compact subset of a Banach space, and each point of 
the set cl conv Y admits a unique farthest point in Y, then Y consists of a single 
point. 

1.4 Proposition. Suppose Y is a subset of a Banach space E and each point of 
E admits a unique farthest point in Y. If Y is totally bounded and E rotund, 
or E is finite-dimensional with polyhedral unit cell, then Y consists of a single 
point. 

Proof. We first prove 1.3. By a theorem of Mazur [11], the set K = cleonv Y 
must be compact, and thus by the fixed-point theorem of ScHAUDER (extended 
in [15]}) every continuous mapping of K into K must admit a fixed point. For 
each p € K, let fp denote the unique point of Y which is farthest from p. 
Since Y is compact and the distance ||fp— p|| depends continuously on p, 
it is easy to verify that f is continuous. Thus there exists p ¢ K for which 
fp = p, and it follows that f consists of a single point. 

For 1.4 with Y totally bounded and £ rotund, observe first that the set 
cl Y is compact, so each point of EF admits at least one farthest point in cl Y. 
Consider an arbitrary point p € E and a point y €cl Y farthest from p. Then 
y lies in the boundary of the cell 


C {q € E:\\q p y— p\|}. 
By hypothesis, C is rotund, and hence C ~ {y} lies interior to the cell 
{q € E:||q—(2p— y) 2 lly — pil}. 


Thus y is the unique point of cl Y which is farthest from the point 2p — y, 
whence of course y must be the unique point of Y farthest from 2p — y. It 
follows that p itself (an arbitrary point of #) must admit a unique farthest 
point in cl Y, and we conclude from 1.3 that Y consists of a single point. 
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Suppose, finally, that Z is n-dimensional and the unit cell U of £ is polyhe- 
dral. Let Q,,..., Q,, denote the extreme supporting halfspaces of U and for 
each halfspace Q in E let hQ denote the bounding hyperplane of Q. Then 


; is of dimension n— 1. 


k 

U = n Q,; and for each i the intersection UW AQ 
For each i, let P; denote the unique supporting halfspace of the set Y which 
is parallel to Q,;. Since each point of Z admits a unique farthest point in Y, 
it can be verified that for each i the set Y ™ A P; consists of a single point w,. 
Let Y’ = conv {w,}/, a compact convex set. It is easy to see that a cell in Z 
contains Y if and only if it contains Y’, and hence each point of Z admits 
a unique farthest point in Y. From 1.3 it follows that Y’ consists of a single 
point, whence of course the same is true of Y. Propositions 1.3 and 1.4 have 
now been proved. 

We do not know whether the supplementary hypotheses are necessary 
in 1.4. In particular, the following problem is open: 

Problem. Suppose T is a subset of Hilbert space 9 such that each point of 9 
admits a unique farthest point in T. Must T consist of a single point ? 

It is easy to see that (in any normed linear space) the ‘unique farthest 
point”’ property of a set is inherited by its convex hull and also (in any uni- 
formly rotund space) by its closure. Thus in the above problem, attention may 
be restricted to closed convex sets. We see by 1.2 that an affirmative solution 
to the above problem implies that every Chebyshev set in 9 is convex. And 
from 1.2 and 1.3 it follows that every bowndedly compact Chebyshev set in 
is convex, a set being called boundedly compact provided its intersection 
with each cell is compact. 

In connection with these problems involving nearest and farthest points, it 
is of interest to recall the unsolved problem as to whether a bounded closed 
convex subset C of a Banach space # must admit a supporting hyperplane 
through at least one of its points. Observe that if this is not the case, then no 
point of E admits a farthest point in C and a point of EH ~ C admits a nearest 
point in C. 


§ 2. Convexity with continuity assumptions 


The basic lemma is as follows: 

2.1 Lemma. Suppose E is a reflexive Banach space, Q is a subset of E ~ {0}, 
and q is a point of Q nearest to 0. Suppose there exist a neighborhood V of 0 and a 
closed hyperplane H through 0 supplementary to the line Rq such that the following 
conditions are satisfied : 

1° for each x € V, there is a unique point x’ of Q which is nearest to x; 

2° the function x’ | x € V is weakly continuous; 

3° writing x = 2, + xq with x, € H and x, real, for each x € V it is true that 
Ly < 2X and ||x;— 2,|| S 7y— Xp. 

Then there exists t > 0 such that (— tq)’ = q. 

Proof. Since conditions 1° — 3° are satisfied by every neighborhood of 0 
which lies in V, and since the entire scheme is invariant under uniform dilation 
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from 0, we may assume without loss of generality that V = {zx:||z|| < 2} 


and |\q\| > 2. Let W = {x €H:||z|| < 1} and p=gq/|lql|, so that pa €10. | 
and W—pc V. Now H = {x:a, = 0} and for each w € W it is true that 
(w— p)> -P,< 0 and (by 3°) (w— p),< (w— p)5. Thus for each w € W, 
the ray which emanates from w— p and passes through (w — p)’ must intersect 
the set H in a unique point, which we denote by Fw. In fact, 

Fw = (l1—A) (w— p) + A(w— p)’ 


where the number / is determined by the condition that (Fw), = 0; that is, 


A= po/(p, + (w— p)s) - 
Clearly the transformation F is weakly continuous. And for each w € W we 
have 
Fw—w = (Fw—w), = A((w— p), — (w— p),), 
and (by 3°) 
(w — p)j— (w— p)|| < (w— p)g— (w— p)a= pylA, 


||Fw— w|| Ss |p|< 1. 


' . oft = , : 
Now for each z €2 W, let gz = z—F (= z) . Then g is weakly continuous and 


l l 


l 
9 2|| + lp F (52) 2, 


92\| : 

so g(2W) c 2W. Since reflexivity of E implies weak compactness of the set 

2 W, it follows from TycHonov’s fixed-point theorem [15] that g admits a fixed 
‘ > wie 7 f. , 

point z,€2W. With gz, = 2, we have F 5 z9) 0. Recalling the relevant 

definitions, we see that the origin 0 must lie on the segment which joins the 


? 


aot a , ] Bs ces Lg 1 
point ; z— p to the point (= z— p) in Q which is nearest to = z— p. An 


ea : ; , l 4 
easy application of the triangle inequality then shows that = 2 p) must 
‘ ] , l 
also be the point of Q nearest to 0, whence ( 7 2— p) q and=>z—p=—tq 


for some t > 0. This completes the proof of 2.1. 

2.2 Theorem. Suppose Q is a Chebyshev set in a smooth reflexive Banach 
space, and each point of E ~ Q admits a neighborhood on which the (restricted ) 
metric projection of E onto Q is both continuous and weakly continuous. Then the 
set Q must be convex. 

Proof. Consider an arbitrary point 2 € E ~ Q, and let 2’ be the point of Q 
nearest to x. Let Y denote the set of all points y = x’ + t(x— 2’) with t > 0, 
and for each y € Y let J, denote the open cell centered at y and having radius 
\|\y— a’||. An easy application of 2.1 shows that for each y € Y, 2’ is the point 
of Q nearest to y. Thus EZ ~ Q contains the set Ye and since # is assumed 


to be smooth this union must be an open halfspace which, of course, includes 
the point x. It follows that x ¢ conv Q@ and consequently Q is convex. 
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Of course we must next inquire — both when Q is merely known to be 
a Chebyshev set and also when Q is a convex Chebyshev set — under what 
circumstances the continuity conditions of 2.2 will be satisfied. Even when Q 
is a Chebyshev set in Hilbert space, we do not know whether the associated 
metric projection must be continuous. However, the following can be estab- 
lished : 

2.3 Proposition. Jn an arbitrary metric space, the metric projection onto a 
boundedly compact Chebyshev set must be continuous. 

2.4 Proposition. In every uniformly rotund Banach space E, the metric 
projection onto a closed convex set must be continuous. 

Proofs. The proofs are straightforward and will be left to the reader. For 
2.4, the same conclusion under weaker hypotheses was established by Fan and 
GLICKSBERG in Theorem 8 of [5]. 

The requirement of weak continuity of the metric projection appears to be 
much stronger than that of continuity, although we do not know that the 
first implies the second. Consider, for example, the unit cell U of an infinite- 
dimensional Hilbert space §. Then of course U is a Chebyshev set, but it is 
easy to see that for every open subset G of § ~ U, the metric projection of G 
into U is not weakly continuous at any point of G. 

For any two distinct points y and z of a Banach space E, let P(y, z) denote 
the set of all points p € EF for which ||p — y p —2\|. Such sets have been 
studied by Kaxiscu and Straus [8]. In an inner-product space every set 
P(y, z) is a closed hyperplane, and thus every inner-product space has the 
following two properties: 


P, whenever y and z are distinct points of Z, the set P(y, z) is weakly 
closed ; 
P, — for each x € E with |\x 1 there exists ¢, > 0 such that whenever 


y and z are distinct points of the set 2+ ¢,U, then the intersection 
P(y, z) © (€,U) is weakly closed, U denoting the unit cell of Z. 

2.5 Proposition. Suppose Q is a boundedly compact Chebyshev set in a normed 
linear space E. Then if E has the property P,, the metric projection of E onto 
Q@ is weakly continuous. And if E has the property P,, each point of E ~ Q 
admits a neighborhood on which the (restricted) metric projection is weakly 
continuous. 

Proof. We treat only the second case, since the first is similar but simpler. 
And for the second case, we may replace the assumption that Q is boundedly 
compact by the formally weaker assumption that Q is locally compact and the 
metric projection z of E onto Q is continuous. Consider an arbitrary point 
p € E ~ Q. We wish to produce a neighborhood of p on which the restriction 
of z is weakly continuous; for this purpose, we may assume without loss of 
generality that p = 0 and that 2p = zx with ||zx 1. Let the number ¢, be as 
in condition P, above. By the continuity of 2 and local compactness of Q, 
there exists 6 € ]0, e,[ such that the set 7(6U) lies simultaneously in x + ¢,U 
and in a compact subset of Q. We claim that the restriction of 2 to the set 
(6/2) U is weakly continuous. Suppose it is not. Then there exists a net w, in 
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(6/2) U, « ranging over some directed set, such that u, is weakly convergent to 
a point u €(6/2)U, au, is norm-convergent to a point z€ Q(x + e,U), 


and z + zu. Recalling the definition of 2, we see that ||u — z u—7U 
while 
lim sup ||u, — z lim sup ||u, — au, lim sup ||w,—2u 


Clearly, then, there exists a net A, in ]0, cof such that lim sup 2, < 1, and such 
that if v,= A,u,+ (l1—A,)u, then v, € P(au, z) > (6U). But the latter set 
must be weakly closed by the choice of 6, and v, is weakly convergent to u, 
so it follows that u € P(zu, z); that is, ||w—z u— z2u|\|, a contradiction 
completing the proof. 

Comparing the results 2.2, 2.3, and 2.5, we deduce 

2.6 Theorem. Jn a smooth reflexive Banach space which has the property P,, 


every boundedly compact Chebyshev set is convex. 
{ y : 


§ 3. Uniform rotundity and smoothness 

In the present section we establish some elementary consequences of 
uniform rotundity and uniform smoothness. Though of little interest in 
themselves, they will be useful in § 4. 

3.1 Proposition. Let E be a normed linear space with unit cell U. Then E is 
uniformly rotund if and only if for each pair of positive numbers r and « there 
exists a positive number t(r, €) such that the following condition is satisfied: 

whenever C is a cell in E of radius <= r, x is a boundary point of C, y is 
a point of C, and |\\a— y €, then there exist a weakly open set W > x anda 
number 1 > 0 such that 


(WAC) + t(y—2z)/\ly—-2x tr(r,e) U C 
for all t {0, 7] a 

Proof. It will be left for the reader to verify that the stated condition is 
equivalent to the following (where S is the unit sphere of £): 

(+) for each e > 0 there exists t, > 0 such that whenever x € S, y € U, and 

z—y e, then there exist a weak neighborhood W of x relative to U and 
a number 7 > 0 such that 
w+ (n/e) (y—2)|| S 1 nt, forallw € W. 

Now suppose £ satisfies the condition (+), x and y are as described there, 
and consider an arbitrary / € E* with ||/ fx. With p= x + (n/e) (y— 2), 
we have ||p|| < 1 — nt, and y = (1 — e/n) x + (e/n) p, whence 
fy = (l—e/n) fa+ (e/n) fp f\|(l—e/n) + ||f\|(1— nrt,) (e/) f\|\(1—er,). 
It follows from Ruston’s characterization [14] that Z is uniformly rotund. 

Suppose, conversely, that Z is uniformly rotund. Then for each ¢ > 0 there 

: ’ , ] 
exists 6, > Osuch that whenever x € S, y € U,and||x— y e, then |-> (x+y) 

1 — 6,. And from Ruston’s characterization it follows that every neighbor- 

hood (under the norm topology) of a point of S relative to U is also a weak 
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neighborhood relative to U. For an arbitrary ¢ > 0, let t, = 6,/e > 0. Consider 


arbitrary points x € S and y € U with ||2— y| e, and let W = (x + (6,/2) U) 
U and » = e/2. Then for each w € W we have 


w + (n/e) (y— 2) ||e — al] + ll5 (a + y) > 6. + (l—9d,) =1— 7nrt,, 


so condition (+) is satisfied and the proof of 3.1 is complete. 

We wish now to introduce another notion which will be employed in § 4. 
(See [2] for background material.) Let Z be a normed linear space with unit 
cell U and unit sphere S. Recall that smoothness of Z.is equivalent to Gateaux 
differentiability of its norm. That is, U admits a unique supporting hyperplane 
through each point of S if and only if for each x € S and each h € E, there exists 


(*) G(a, h) = lim (\|a + th a||)/t . 
t—0 
The norm in E is said to be Frechet differentiable provided for each x € S, the 
convergence in (*) is uniform over hS, and uniformly Frechet differentiable 
provided the convergence in (*) is uniform over (x,h) € SxS. The latter 
condition is equivalent to uniform smoothness of Z. We consider here a related 
but different condition, saying that E (that is, the norm or the unit cell of EZ) 
is uniformly smooth in the direction h, € E ~ {0} provided when h = ho, the 


\ 


convergence in (*) is uniform over x € S. If # is uniformly smooth, then of 
course it is uniformly smooth in each direction. We say that h, € E ~ {0} is 
an osculatory direction for the unit cell U provided for each ¢ > 0, the set 
Z (ho, €) is bounded, where Z(ho, €) is the set of all z¢ # ~ {0} for which 
z—h, z||>e z+ hg|| — ||z 

3.2 Proposition. Let U be the unit cell of a normed linear space E. Then if 
U is uniformly smooth in the direction h, € E ~ {0', h, must be an osculatory 
direction for U. 


Proof. Consider an arbitrary e > 0, and for each z € Z (ho, €) let x, = 2/|\z|| CS, 


t 1/|\z||, and #! = 1/||z||. Then for each z € Z (Ao, €) it is true that 
(||, + t,hgl] — ||ael|)/t <—e 

and 
(\|a, + tohol 2,||)/t2 > e. 


But then if the set Z(h , e) is unbounded, these inequalities clearly preclude 
that the limit G(x, hy) in (*) shall exist uniformly for x € S. 

If the plane be assigned the norm ||(x, y)|| = max (|z], |y|), then (1, 0) is an 
osculatory direction for the unit cell U even though U is not uniformly smooth 
in the direction (1, 0). However, we do not know whether a Banach space must 
be uniformly smooth in every direction if every direction is an osculatory 
direction for the unit cell. 

3.3 Proposition. Jf E is a normed linear space with unit cell U, and L is a 
linear subspace of E, then the following two statements are equivalent: 

1° every direction in L is an osculatory direction for U; 
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2° for each e>0 and each subset X of L with 0 € conv X, there exists 

r(e, X) < co such that whenever C is a cell in E which includes 0 and is of radius 
- r(e, X), then some point of C lies within a distance < e of the set X. 

Proof. From the definition of osculatory direction, it is easy to verify that 
1° and 2° are equivalent when L is one-dimensional. Thus the proof of 3.3 can 
be reduced to showing that if 1° implies 2° whenever L is of dimension < k, 
then the same implication is valid for a k-dimensional ZL. Consider, then, 
a k-dimensional linear subspace L of EZ, a subset X of L with 0 € conv X, and 
a positive number e. By Caratheodory’s theorem, there must be a positive 


integer n <= k, points x», 2,,..., 2, of X, and positive numbers t; whose sum 
n n 

is 1, such that 0 = 3’ t,2;. Let p = J (s;/(1 — 8,)) x;,, whence 0 € conv {2», p} 
0 1 

and 0 €conv {z,— p:1 < i < n}. By the inductive hypothesis, there exist 


numbers 1, 7, < co such that every cell in Z which includes 0 and is of radius 
- r, must include a point within ¢/2 of the set {2 , p}, and every cell in Z 
which includes 0 and is of radius = r, must include a point within e/2 of the 


set {z,— p:1 < iS n}. Now consider in £ an arbitrary cell C which is of 
radius > max (r,,7,), and let C’ denote the concentric cell whose radius is 


e/2 greater than that of C. Suppose 0 € C. Then by the choice of r,, x, € C’ or 
p € C’. In the latter case, it follows from the choice of r, that some point of C’ 
lies within e/2 of the set {x,— p:1 < i S n} + p. In any case, some point of C 
lies within distance < ¢ of some point x,, and the proof of 3.3 is complete. 


§ 4. Principal result 

4.1 Theorem. Jn a Banach space E which is uniformly rotund and is uniformly 
smooth in each direction, a weakly closed set cannot be Chebyshevian at any point 
of its convex hull. 

4.2 Corollary. With E as in 4.1, a subset of E is closed and convex if and only 
if it is a weakly closed Chebyshev set. 

The “only if” part of 4.2 is well-known. For the ‘‘if” part, observe that if 
a weakly closed subset X of EZ is a Chebyshev set, then it is Chebyshevian at 
each point of E ~ X, whence by 4.1 no such point is in the convex hull of X 
and consequently X is convex. The proof of 4.1 will be based on the following 
lemma: 

L° Suppose Z is a weakly closed subset of E (as described above), z, € conv 
(int Z) ~ Z, and Y is the set of all y € E for which |\|y — z9|| = o(y, Z) => o(%,Z). 
Then some point of Y admits at least two nearest points in Z. 

Let us see how Theorem 4.1 can be deduced from the lemma L*. Consider 
an arbitrary weakly closed subset X of E and a point x € (conv X) ~ X. We 
wish to show that X is not Chebyshevian at x. Let U denote the unit cell of Z, 
choose 6 € ]0, o(2, X)[, and lett Z= X + 6U. The set U is weakly compact 
for Z, being uniformly rotund, must be reflexive; since X is weakly closed, it 
follows that Z is weakly closed. Since x € conv (int Z) ~ Z, from L° there 
follows the existence of a point y € Z with ||y— 2|| < o(y, Z) such that y 
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admits at least two nearest points z, and z, in Z. There are points 2; of X and 


u; of U such that z;= x; + u,. For an arbitrary point w of X it is true that 
Ww y w (w Ou) (w Ou) y 
where u = (y— w)/||\y— w|| € U and w + du €Z. Consequently 
x;—Yy (z;— Ou,)— y z—y 0 |\u,; 


(w+ du)—y ty) w—y 


and it follows that x, and x, are both points of X nearest to y. Further, 2;— y 
is a multiple of z;— y, for otherwise it follows from rotundity of E that 


x y x Zz Zi y 


i 


and hence that the point x; + (y— 2;)/||\y— 2;|| is a point of Z nearer to y than 
z;,, an impossibility. Since z;— y is a multiple of z;— y, and z, + 2, it follows 
easily that 2, + 2. Since, further, ||y— x o(y, Z) < o(y, X), it follows 
that X is not Chebyshevian at 2. 

It remains only to establish the lemma L°. By hypothesis, there exist 
a finite subset J of Z and a neighborhood V of 0 such that z, € conv J and 
J+ Vc Z. Since £ is assumed to be uniformly smooth in each direction, 
there follows from 3.2 and 3.3 the existence of a number r< oo such that 
whenever a cell in E includes the point z, and its interior misses the set Z, 
then the radius of the cellis < r. Thus the set Y must be bounded, for || y—z, 

o(y, Z) for all y € Y. Let ¢ = o(z, Z) > 0 and let the number t = 1(r, €) 
be as in 3.1. 

Since Z is weakly closed by hypothesis, and the unit cell U of EF is weakly 
compact, each point of Z must admit at least one nearest point in Z. Let us 
assume that L® fails, whence each point y € Y admits a unique nearest point 
y’ in Z. We wish to derive a contradiction from this assumption. Let J’ denote 
the set of all countable ordinal numbers. We shall define (by means of trans- 
finite induction) a certain function € on J’ to Y, and then show that ¢ has 
contradictory properties. Let €0 = z,¢€ Y, and let us make the notational 
convention that whenever ¢y has been defined, then oy will denote the 
distance o(C y, Z). When y € J’ ~ {0} and ¢ £ has been defined for all ordinals 
B< y, then ¢ y is defined by the following rules: 

when y is a limit ordinal 

if the net (¢ P)y—,-, converges to a point of Y, choose this point as ¢ y; 
otherwise set ¢ y = 2. (We shall see later that the second possibility cannot 


arise.) 
when y has an immediate predecessor y~, proceed as follows — 
Since € y- = y € Y, the cell 
Po Co) wre ee ‘gene 
( {x €E:||a—y oy7} 


must include the point z, and must include (in its boundary) a unique point 
y’ of Z. Since gy~ S& r and |\z,— y’'|| > ¢ = o(z, Z), there follows from 3.1 
the existence of a weakly open set W 3 y’ and a number 7 > 0 such that 


(1) (WAC) + t(%—y'Vllzo— y'|| + #rxU CC 
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for all ¢t € [0, 7], where U is the unit cell of Z and t = t(r, e). The set C~ W 
is weakly compact and is disjoint from the weakly closed set Z, so the distance 
between the two sets must be positive. Thus there exists 7’ > 0 such that 


(2) (C ~ W) + t(z— y’)/||zo— y’ trU CE~Z 


for all t € [0, 7]. Then we define 


(3) Sy = y+ min (n, 7’) (2o— y’)/||\2o— y’ 


Now consider the cell 


K = {x € E:||z , oy t |l\Cvy—Cy-||}. 


4? 
From conditions (1), (2), and (3), it follows that 

zo € K E~Z, 
whence 


(4) oy oy and Cy—ly tt(oy—oy-). 


Having defined ¢ y for all y € I’, we will denote by J’, the set of all ordinals 
/ / . 1 
y € I’ such that whenever 0 ; 3 y, then 
) 1 2 } 
0 B, S o Bs, with equality only if ¢ 6, = ¢ p, 
and 
CP2— CP; t "(0 Py — 0 f,) - 


We claim that /';= /’, and will prove this by transfinite induction. Obviously 
0 € I’;. Now suppose J’, is known to include all ordinals B < y € J’; we wish to 
show that y ¢ ’,. Recall the definitions of £ and o, and consider first the case 
in which y has an immediate predecessor 


y~. When /, y~, we see (upon 


application of (4) above in conjunction with the inductive hypothesis) that 


> 
O Py oy oy 


= /é = 4 


and 


tT (oy—oy) +t (oy —ep) =t"(oy—@P,) . 
whence y € 1}. 
Consider now the case in which y is a limit ordinal and /\, includes all 


ordinals 8 < y. Since always Cy € Y, oy = o(C y, Z), and the set Y is bounded 


(as observed earlier), the set {o 6: 8 y\ is bounded. But for all p, Bex y 


j / 


we have by the inductive hypothesis that 


CB. C py T 1(o Ps 0 fp) . 

It is therefore easy to verify that (¢ 8), —, is indeed a Cauchy net, which by 
the completeness of Y must converge to a point of Y. Since this point is ¢ y, 
the fact that y € J, is now an easy consequence of the continuity of the 
function o(x,Z)|2¢€H. We conclude that J’,;= J. But then the function 
oy | y €I is real-valued and strictly monotone on J’. Since it is well-known 
that such a function cannot exist, we have a contradiction which completes the 
proof. 
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A Generalization of Tychonoff’s Fixed Point Theorem* 
By 
Ky Fan in Detroit 


Dedicated to Professor Marston Morse 


1. Let X be a compact convex set in a topological vector space Y. Let 
Z be a topological group and let @(Z) denote the space of all non-empty 
compact sets in Z. Let f,g:X + @(Z) be two transformations from X into 
@(Z). Thus, for each x € X, f(x) and g(x) are non-empty compact sets in Z. 
Theorem 1 gives sufficient conditions for the existence of a point z € X such 
that f(x) g(x) + 9. Theorem 2, which generalizes TycHonorFr’s fixed point 
theorem [8], is immediately obtained by applying Theorem 1 to the case when 
Z is a locally convex topological vector space. Analogous to Theorem 1, 
Theorem 3 is a result concerning two continuous mappings from a compact 
convex set into a uniform space. 

There is certain similarity between our results and KAKUTANT’s generaliza- 
tion [6] of the Brouwer fixed point theorem or further extensions obtained by 
homological arguments in [1], [3], and by homology-free arguments in [4], 
[5]. However, our results neither include KakuTAnt’s theorem, nor are included 
in these extensions of KakuTANt’s theorem. The proofs in the present paper 
neither use homological consideration, nor invoke any known fixed point 
theorem. The results are derived directly from KNasTER-KURATOWSKI- 
MAZURKIEWICz’s theorem [7], which was used in their well-known proof of 
BROUWER’s theorem. 

All vector spaces considered are real vector spaces. All topological structures 
(whether in a topological vector space, or in a topological group, or in a uniform 
space) are implicitly assumed to satisfy Hausdorff separation axiom. 

2. Since KNasTER-KURATOWSKI-MAZURKIEWICz’s theorem applies only 
to the finite dimensional case, it is necessary to reformulate it in the following 
generalized form. 

Lemma 1. Let X be an arbitrary set in a topological vector space Y. To each 
x €X, let a closed set F(x) in Y be given such that the following two conditions 
are satisfied: 

(i) The convex hull of any finite subset {x,, 2, ..., %,} of X is contained in 


UV F (x;). 
(ii) F(x) is compact for at least one x € X. 
Then n. F(x) +9. 
rel 


* This work was supported by the U. 8. Atomic Energy Commission at Argonne 
National Laboratory. 
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Proof. It suffices to show that NM F(2,;)+4% for any finite subset 
i 1 


(2, Sq, ...<, RH} A. Given tay, Sp, . i -; Sel X, consider the (n 1)-simplex 
S = 0,v....U, in the Euclidean n-space with vertices v,= (1, 0,0,..., 0), 
ve= (0,1, 0,...,0),...,¥,= (0, 0,..., 0, 1), and define a continuous mapping 
n n ) 
g:S>Y by o| oy x0) » «, 2; for «,;= 0, S’ «,= 1. Consider the n closed 
i=] i=1 i=1 
subsets G; yp F(x;) (1 t n) of S. By (i), for any indices | i, < t,- 
a; n, the (k — 1)-simplex v, v,. . . v;, is contained in G, VU G, 


G,,. By Knaster-KURATOWSKI-MAZURKIEWICZ’s theorem, this implies 
NM G,+% and therefore N F(x;) + 9%. 
i=] i 1 


3. For a topological group Z, we shall denote by @(Z) the topological 
space of all non-empty compact sets in Z, with the topology defined in the 
usual way as follows. For A € @(Z) and for any neighborhood V of the identity 
e of Z, let 


V(A)={B¢C@(Z)| Bc AV,AC BV}. 


When V varies over all neighborhoods of e, the family of all sets V (A) is taken 
as a fundamental system of neighborhoods of A in € (Z). 

Let X be a topological space, and Z a topological group. According to the 
definition of the topology of @ (Z), a transformation /: X — @(Z) is continuous 
on X, if and only if, for any 2, € X and for any neighborhood V of the identity « 
in Z, there is a neighborhood N of 2, in X such that f(x)C f(x )-V and 
f(a») < f(x) V hold for all 2 € N. A transformation g:X + @(Z) will be said 
to be wpper semi-continuous on X, if and only if, for any x, € X and for any 
neighborhood V of e, we can find a neighborhood N of x, in X such that 
g(x) C g(a»): V for all x EN. 

Lemma 2. Let X be a topological space and Z a topological group. Let 
f,g:X + €(Z) be two wpper semi-continuous transformations. If F is a non- 
empty closed set in Z, then 

E={x€X|F:- f(z) g(x) +9} 
is closed in X. 

Proof. Let x, € X and x, ¢ EL. As f(x») is compact and F is closed, F - f(z) 
is closed. Then, since the compact set g(x.) is disjoint from the closed set 
F - f(x), there is a neighborhood V of the identity e in Z such that F - f(a,)-V 

g(x,)- V = 9. Choose a neighborhood N of 2, in X such that f(x) C f(a )- V 
and g(x) C g(a): V for all « € N. Then for x € N we have F: f(x)ng(x) = 9 
or x ¢ #. Hence £ is closed in X. 


) 


Lemma 3. Let X be a topological space and Z a topological group. Let 
[:X + €(Z) be continuous on X. If G is an open set in Z, then 
H = {x €X | f(z) 1G = 9} 


is closed in X. 
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Proof. Let x, € X and x, ¢ H. Consider any z € {(z,) ~\ G. Then V #-1z 
is an open neighborhood of e in Z. Choose a neighborhood N of 2, in X such 
that f(x) C f(x)-V for all  € N. Then for each x € N, we have z € f(z») © 

f(x)-V, f(x) A 2zV-!+8 and therefore f(z) \G+9. Thus Hn N=9 
and H is closed in X. 

4. We proceed now to prove the following result. 

Theorem 1. Let X be a compact convex set in a topological vector space Y. 
Let Z be a topological group and let € (Z) denote the space of all non-empty compact 
sets in Z. Let {:X + €(Z) be a continuous transformation and g:X > €(Z) 
an upper semi-continuous transformation such that the following two conditions 
are fulfilled: 

(i) For each x’ € X, there is an x’ € X such that f(x’) g(x’) + 9. 

(ii) Given any neighborhood V of the identity e in Z, there is a neighborhood W 
of e with the following property: For every point x, € X and for any finite subset 
{2, %,..., 2%} of X, the relations W-: f(x) \g(2z,;)+9 (1 i= n) imply 
V+ f(x) \ g(x) +9 for every point x in the convex hull of {2,, x, ..., Xp}. 

Then there exists a point & € X such that f(%)  g(#) + 9%. 

Proof. Let NM” denote the family of all open neighborhoods of e in Z. For 
each V € SN, let 


@O(V) = {x €X|V- f(x) g(x) +9). 


By Lemma 2, ®(V) is closed in X. If we can prove ®(V) + 9 for every V €.1%, 
then it will follow that 


N DV,) > ON V,\+9 
i=1 i=] 
for any finite number of V,, V5, ..., V, in W. The compactness of X will then 
imply NM @(V)+9%. Since every point #¢€ NM W(V) satisfies {(#)\g(#) +9, 
J { J { 

it remains to show that ®(V) + 6 for every V €./%. 

Consider an arbitrarily fixed V €.. For this V, we choose a W € W with 
the property stated in the hypothesis (ii) of the theorem. For each x € X, let 


F(x) = O(V) Ufye X | W- fly) g(x) = 9}. 


Since W: f(y) © g(x) = 9 is equivalent to f(y) \ W-!: g(x) = 9, and W-! - g(x) 
is open, {y € X | W- f(y) \ g(x) = 8} is closed, by Lemma 3. Hence F(z) is 


compact. We claim that »* «,2;€ U F(2,) for any finite subset {2,, x,,..., 2} 
i=1 
i=1 


of X and for any «;, = 0 with >’ a, = 1. In fact, if S’ a,2;¢@O(V), then 
i=1 j=l 


n n 
V- i( > %; x] a( >” a; x,] 9; so by our choice of W, for at least one index i, 
j=1 


— 
j= 1 


Ww 


» have W- i D> 4; x,] g(x;) = 9 and therefore >” «, 2; € F(x,). By Lemma 1, 
j=1 j=1 
there isan x’ € NM F(z). By (i), we can choose x” € X such that f(2’) 4 g(x") +9. 
rex 


21* 
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Then W: f(z’) \ g(x") +9 and 2’ € F(x’) imply x’ € @(V). Hence O(V) + 96 
and the theorem is proved. 

When g(z) is a single point of Z for every x € X, the upper semi-continuity 
of g:X + €@(Z) means that g is a continuous mapping X — Z. In this case, 
condition (ii) of Theorem 1 may be restated as follows: Given any neighborhood V 
of the identity e in Z, there is a neighborhood W of e such that, for every x, € X, 
the convex hull of g (W: { (2 9)) ts contained in GV: f (a»)). 

5. When a topological vector space Z is regarded as a topological group 
(with respect to the vector addition), we shall denote by # (Z) the subspace 
of @(Z) formed by all non-empty compact convex sets in Z. The following 
result is a consequence of Theorem 1. In the case Y = Z, f is a continuous 
mapping X - X, and g is the identity mapping of X, Theorem 2 reduces to the 
classical fixed point theorem of Tychonoff. 

Theorem 2. Let X be a compact convex set in a topological vector space Y. 
Let Z be a locally convex topological vector space, and let 4 (Z) be the space of all 
non-empty compact convex sets in Z. Let f:X + A (Z) and g: X — Z be continuous 
on X and satisfy the following conditions: 

(i) f(x) A g(X) + © for every x € X. 

(ii) For every closed convex set C in Z, g (C) ts convex (or empty ). 

Then there exists a point  € X with g(#) € f(#). 

Proof. By local convexity and regularity of Z, for any neighborhood V 
of the origin in Z, we can find a convex neighborhood W of the origin in Z 
such that Wc V. Then, for any x, ¢€X, W + f(a) is closed convex and 
therefore, by (ii), g(W + {(x)) is convex. a(V f(x»)) contains the convex 
set g(W f(2)), which contains the convex hull of W(W + f(a»)). Thus 
condition (ii) of Theorem 1 is satisfied (see the remark at the end of § 4). 

6. We replace now the topological group in Theorem 1 by a uniform space 
Z, but we consider mappings X — Z only. 

Theorem 3. Let X be a compact convex set in a topological vector space Y, 
and let Z be a uniform space. Let f,g:X — Z be continuous mappings satisfying 
the following conditions: 

(i) f(X) c g(X). 


(ii) For any entourage V of Z, there is an entourage W of Z such that for any 


z €{(X), any finite subset {x,, x,, ..., X,} of X and for any a, = Owith Sa; = 1, 
n t= 1 
the relations (z,g(x,;))€ W (1 St < n) imply (29| D> % 2X; }) CV. 
| 

Then there exists a point < € X with f(£) = g(%). 

Proof. The proof is similar to that of Theorem 1. Let % denote the family of 
all those entourages of Z which are open in Z xZ. For each V € %, consider the 
closed set 


P(V) = {x €X | (f(z), g(z)) EV}, 


where V denotes the closure of V in ZxZ. The theorem will be proved, if we 
show that ®(V) + 9 for every V € & (see the proof of Theorem 1). 
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For any fixed V €W%, choose a W €®W with the property described in 

condition (ii). To each x € X, let 

F(x) = ®(V) UV {fy EX | (f(y), g(x) € W}. 
Since W is open in ZxZ, {y € X | (f(y), g(x)) ¢ W} is a closed subset of X. 
Hence F(x) is compact. By Lemma 1, there is a point 2’ ¢ NF (2). Let 
x’ €X be such that f(x’) = g(x’). Then from 2’ € F(x’) it follows that 
xv’ €D(V) +9. 

Again, Theorem 3 generalizes TycHONOFF’s fixed point theorem. In fact, 
when Y = Z is a locally convex topological vector space and when g is the 
identity mapping of X, condition (ii) of Theorem 3 follows immediately from 
local convexity. 

7. As a simple consequence of Lemma 1, we have 

Lemma 4. Let X be a compact convex set in a topological vector space. Let A 
be a closed subset of X x X with the following properties: 

(i) (x, x) €A for every x € X. 

(ii) For any fixed y € X, the set {x € X | (x, y) ¢ A} is convex (or empty). 

Then there exists a point y, € X such that X x {y,} A. 

Proof. For each x € X, let F(x) = {y € X | (x, y) € A}, which is compact. 
By (i), (ii), the convex hull of any finite subset {2,, x,, ..., x,} of X is contained 
in U F(x). Then, by Lemma 1, n F (x) + 9, which is to be proved. 

It is of interest to observe that TycHonorr’s theorem can also be easily 
derived from Lemma 4. Let X be a compact convex set in a locally convex 
topological vector space Y. Let f:X —- X be a continuous mapping. Let 
{p, tc be the set of all continuous semi-norms (see [2], pp. 93—96) on Y. For 
each » € J, consider the closed set 

E,= ty €X | p,(y—fly)) = 0}. 


A point y € X is a fixed point of f, if and only if y €N E£,. By compactness 
vel 


of X, it suffices to show that N EF, + 9 for every finite subset {v,, v,..., »,} 
iat ™ . - 
of I. Given {¥,, ¥,..., ¥,} , Lemma 4 is applicable to the set 


A ie y) «XxX | D'p,(a—fly)) = Dp,.(y Hw) ' 
i 1 i 1 
Let y,€X be such that X x{y.} Cc A. Then from (f(y), yo) € A we get 
Py, (Yo—f(yo)) = 9001 isn) or y¥,€ NE, +9. 
; 1 


’ 
i 
i 
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